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Ömnöx üg
Äkonometrik n´ ädiïn zasgiïn ob³ekt ba processuudyn todorxoï toon xamaar-
lyg matematik statistikiïn argaar sudaldag xäräglääniï ädiïn zasgiïn salbar
uxaan µm. Ädiïn zasgiïn mön qanaryg tanin mädäx, zadlan ²injläx, xätiïn
tölöwiïg ur´dqilan taamaglax asuudluudyg äkonometrikiïn arguudaar ²iïdwär-
länä. Manaï ix dääd surguuliud ädiïn zasgiïn surgaltyn xötölbör, tölöwlögöögöö
zax zääl öndör xögjsön orny xötölbört oïrtuulan ²inäqilj baïgaa önöö üed
äkonometrikiïn ²injläx uxaanyg sudlax ²aardlaga zaïl²güï xärägcää bolon
däw²igdäj baïna. Änä xärägcääg xangaxad µuny ömnö äx xäl däär biqigdsän nom
surax biqig, garyn awlaga, bodlogyn xuraamj ²aardlagataï n´ mädääj. Änäxüü
zorilgod öqüüxän xuw´ nämär oruulax üüdnääs “Äkonometrikiïn arga, zagwaruud”
garyn awlagyg örgön olon un²igq, sudlaaq, bag², oµutan ta büxänd toliluulj
baïna.

Änäxüü garyn awlaga n´ �UTIS–yn KtMS–iïn äkonometrik, üïldliïn su-
dalgaany bag, MUIS–iïn ÄZS–iïn matematikiïn bag² nar 2005− 2007 ond xam-
tran ¶wuulsan seminaryn ür dün bögööd �. R. Magnus, P. K. Katy²ew, A. A. Pere-
seckiï naryn “Äkonometrika (Naqal´nyï kurs)”, “Sbornik zadaq po naqal´nomu
kursu äkonometriki” surax biqgüüdiïg ündsän material bolgon songon awq, xos
bolon olon xämjääst regressiïn zagwaryn onolyn asuudluud, xugacaany cuwaany
²injilgää, äkonometrikiïn olon törliïn zagwaruudyn oncloguud, tädgääriïn
ädiïn zasag dax´ praktik xäräglääniï bodloguudyg tüüwärlän awq äx xäl däär
xörwüülän oruulsan bolno.

Garyn awlaga or²il xäsgiïg oruulan 12 bülägtäï. II–III bülägt xos bolon
olon xämjääst regressiïn zagwar, zagwaryn parametrüüdiïn ünälält baïguulax
xamgiïn baga kwadratyn bolon xamgiïn ix ünäniï xuw´ büxiï arguud, ünälältiïn
statistik qanaruud, parametriïn itgäx zawsar baïguulax, statistik taamaglal
²algax zäräg onolyn ²injtäï asuudluudyg awq üzäj, xargalzax praktik ji²ää
bodloguudaar ba¶juulan taïlbarlasan.

IV–V bülägt olon xämjääst regressiïn zarim oncloguud tuxaïlbal, mul´ti-
kollinear ²inj, idäwxgüï xuw´sagq, tuxaïn korrel¶c bolon olon xämjääst reg-
ressiïn zarim örgötgöliïn tuxaï asuudluudyg xöndöj onolyn bolon olon toony
praktik bodloguudyg äkonometrikiïn bagc programm a²iglan bodoj üzüüläw.

VI–VII bülägt geteroskedastik ²inj aguulsan zagwar, ug ²injiïg ilrüüläx
testüüd, I ärämbiïn awtoregressiïn process, awtoregresstäï zagwaryg ünäläx pro-
ceduruud, xugacaany korrel¶ciïg ²algax test bolon xolbogdox ji²ää bodloguud
bagtsan.

VIII–X bülägt ²ugaman regressiïn zagwar a²iglan prognozlox toxioldluud,
xärägsäl xuw´sagq a²iglan parametriïn xazaïltgüï ünälält gargan awax onolyn
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arga, regressiïn täg²itgäliïn sistemäär zagwaryg ünäläx arguudyg oruulsan.
XI bülägt regressiïn zagwar dax´ xamgiïn ix ünäniï xuw´ büxiï argyg olon

xämjääst toxioldold dälgärüülän awq üzäj, ünälältiïn qanaruud, örgötgösön
²ugaman zagwart nämält zaaglaluudyg xangax äsäx tuxaï taamaglal ²algax tes-
tüüdiïg tom³ëolon oruulsan.

XII bülägt ¶nz büriïn xälbäriïn lag büxiï xugacaany cuwaany zagwaruud,
tädgääriïn parametriïg ünäläx arga, xugacaany stacionar cuwaa, stacionar cu-
waany AR, MA, ARIMA, ARMA zagwaruud tädgääriïn onclog bolon ARCH, GARCH
zagwaryn tuxaï nämj tusgasan.

Büläg tus büriïn äxänd onolyn towq toïm, zarim gargalgaa, sanamj dügnäl-
tüüdiïg tom³ëolon, ädgäärtäï xolbogdson ädiïn zasgiïn praktik ji²ää bodloguu-
dyg bodolttoï xamt oruulsan ba zarim toxioldold äkonometrikiïn bagc programm
a²iglan toocoollyg güïcätgäsän.

Äcäst n´ änäxüü garyn awlagyg biqixäd ünätäï sanal zöwlögöö ögq seminar
xamtran udirdsan MUIS–iïn professor, �U–ny doktor R.Änxbatad talarxal
ilärxiïlj baïna.

Nomyn talaarx ²üümj, sanal dügnältää KtMS–iïn äkonometrik üïldliïn
sudalgaany bagiïn när däär irüülbäl günää talarxax bolno.

Zoxiogqid



Büläg 1

Or²il

1.1 Zagwaruud

Matematik ädiïn zasag n´ ädiïn zasgiïn xuuliudyg matematik tom³ëo, täg²it-
gäläär ilärxiïldäg bol äkonometrik n´ ädgäär xuuliudyg tur²iltyn ögögdlüü-
däär ²algaj ädiïn zasgiïn üzägdäl processt dün ²injilgää, prognoz xiïdäg
matematikiïn ²injläx uxaany näg salbar µm. Nögöö talaar, äkonometrikiïn
salbaryg xögjüüläxäd garamgaï amjilt gargaj, ädiïn zasgiïn salbart Nobeliïn
²agnal xürtsän (1969) R.Fri²iïn todorxoïlsnoor äkonometrik n´ matematik,
ädiïn zasgiïn onol ba statistik gäsän gurwan salbar uxaany nägdäl µm. Ädiïn
zasgiïn üzüülältüüdiïn toon xamaarlyg gargaxyn tuld tur²iltyn buµu ajig-
laltyn utguudyg a²igladag. Üüniï daraa onol bolon ajiglaltyn utguud däär
suurilan tuxaïn üzägdäl processiïn zagwar bolowsruulan tüüniï parametrüüdiïg
ünälj, xätiïn tölöwiïg ur´dqilan toocoolj zöwlömj gargadag. Äkonometrikiïn
²injilgääniï büx üe ²atand zagwar a²iglana. Ädiïn zasgiïn xuuliud n´ ixänx
toxioldold, ängiïn matematik tom³ëo, ilärxiïlläär dürslägdänä. Ji²äälbäl,
xäräglääniï funkc awq üz´e:

ln C = β0 + β1 ln Y + β2 ln P.

Üünd,
C–tuxaïn jild näg xünd noogdox ¶mar näg xünsniï xäräglääniï xämjää,
Y –näg xünd noogdox tuxaïn jiliïn bodit orlogo,
P–xünsniï bütäägdäxüüniï üniïn indeks ba änä n´ am´jirgaany batalgaajix

tüw²niï erönxiï indeksäär zoxicuulagdana (defl¶tor), β0, β1, β2–togtmoluud.
Änä täg²itgäliïg xäräglääniï tölöw baïdlyn täg²itgäl gänä. Änä täg²itgäl

tuxaïn xünsniï bütäägdäxüüniïg üniïn indeks bolon bodit orlogoos xamaaruu-
lan xäräglägq xärxän xudaldaj awax xämjääg dundjaar xaruulna. β0, β1, β2 koäf-
ficientuudyn utgyg olsny daraa tölöw baïdlyn täg²itgäl bürän todorxoïlog-
dono. Iïmd äkonometrikiïn ²injilgääniï näg zorilgo bol ajiglaltyn utguudyg
a²iglan ädgäär koäfficientuudyg todorxoïloxod or²ino. Gäxdää änä n´ coryn
ganc zorilgo bi² µm. Äkonometrikiïn ²iïdäx öör busad zoriltuudyg todor-
xoïlj bolno. Tuxaïlbal,
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• täg²itgäld nämj oruulax nämält xuw´sagqdyg sudlax. Ji²äälbäl, xün-
sniï bi² baraa, bütäägdäxüüniï ünä baïj bolno,

• täg²itgälääs xasax zarim xuw´sagqdyg sudlax,

• ajiglaltyn utguud xär zäräg boditoïgoor songogdson, bodit baïdlyg zöw
ilärxiïläx bolomjtoï äsäxiïg sudlax,

• ²ugaman zagwar n´ xär zäräg ünän bolox, ädiïn zasgiïn onoloor zöw taïl-
barlagdax äsäxiïg ²algax,

• zagwar n´ bürän güïcäd bolson äsäxiïg ²algax, manaï ji²äänd bid zöwxön
ärältiïn täg²itgäl awq üzsän. Xäräw ärält ba niïlüülältiïn täg²itgäliïg
xamtad n´ awq üzwäl ¶mar baïx wä?

• bidniï taw´san zoriltyg ²iïdwärläxiïn tuld, makro ädiïn zasgiïn däärx-
täï töstäï täg²itgäliïg awq üzäx n´ xangalttaï äsäx, mikro tüw²niï ögög-
dliïg awq üzäx ²aardlagataï äsäxiïg togtoox gäx mät.

Däär awq üzsän zagwar n´ statistik zagwar µm. Zarimdaa dinamik zagwar
ilüü toxiromjtoï baïj bolno. Ji²äälbäl, öngörsön jiliïn orlogo änä jiliïn
xäräglääniï tüw²ind nölöölnö gäj taamaglaj bolno. Tägwäl änä toxioldold,
tüüniïg zagwaryn täg²itgäld oruulj toocox ²aardlaga garna.

Äkonometrik n´ änä büx asuudluudyg awq üzäx ba ²iïdäx arguudyg änä nomyn
daraagiïn bülgüüdäd todorxoï ji²ään däär taïlbarlan xaruulna.

1.2 Zagwaryn törlüüd
Matematik zagwaruud n´ biznes, ädiïn zasag, niïgmiïn uxaan tödiïgüï uls töriïn
processyg sudlaxad örgön xäräglägdänä. Sudlaj buï processyn mön qanaryg
bürän tan´j mädäx, tüüniïg zadlan ²injläxäd matematik zagwaryg a²igladag
bilää. Odoo baïgaa ögögdöl, ajiglaltyn utguud däär tulguurlan baïguulsan za-
gwar n´ xamaaran xuw´sagqiïn xätiïn tölöwiïg ünäläxäd bas xäräglägdänä. �in-
jilgää bolon progonoz xiïxäd ündsän gurwan törliïn zagwar a²iglana.

1.2.1 Xugacaany cuwaany zagwar
Änä zagwaryn angid daraax zagwaruud bagtana:

Qig xandlaga (trend).
y(t) = T (t) + εt.

Üünd, T (t)–parametr xälbärt ögögdsön, xugacaany trend (ji²äälbäl, ²ugaman
trend T (t) = a + bt), εt–sanamsargüï (stoxastik) komponent.

Ulirlyn xandlaga.
y(t) = S(t) + εt.

S(t)–üet (ulirlyn xandlagat) komponent, εt–sanamsargüï (stoxastik) kompo-
nent.
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Trend ba ulirlyn xandlaga.

y(t) = T (t) + S(t) + εt,

y(t) = T (t)S(t) + εt.

Üünd, T (t)–xugacaany trend, S(t)–ulirlyn trend, εt–sanamsargüï komponent.
Ji²äälbäl, olon jiliïn urgacyn xämjää bolon Mongol ulsad jil bür irj

baïgaa juulqdyn too n´ ulirlyn bolon xugacaan trendäär ilärxiïlägdänä.
Xugacaany cuwaany zagwaruudad nilääd töwögtäï zagwaruud bolox awtoregres-

siïn zagwar, ²iljix dundjiïn zagwar (ARIMA) bolon busad zagwaruud bagtana.
Iïm zagwaruudyn erönxiï onclog bol xugacaany cuwaany ömnöx utguudyg a²iglan
tüüniï tölöw baïdlyg bürän taïlbarlaxad or²ino.

1.2.2 Näg täg²itgäl büxiï regressiïn zagwar
Änä zagwart xamaaran (taïlbarlagdax) xuw´sagq y n´

f(x, β) = f(x1, x2, . . . , xk, β1, . . . , βp)

xälbäriïn funkcäär ilärxiïlägdänä. Üünd, x1, x2, . . . , xk–ül xamaarax (taïlbar-
lagq) xuw´sagqid, β1, β2, . . . , βp–parametrüüd.

f(x, β) funkciïn xälbärääs xamaaruulan zagwaryg ²ugaman ba ²ugaman bus
gäj angilna. Ji²äälbäl, möxööldösniï ärältiïn funkciïg xugacaa, agaaryn
temperatur, orlogyn dundaj tüw²in, nas, xüïs, bolowsrolyn tüw²in, ajillasan
xugacaa zäräg xuw´sagquudaas xamaaruulan awq üzäj bolno. Änä törliïn zag-
waruud n´ xugacaany cuwaany zagwartaï xar´cuulbal ilüü örgön xürääg xamardag
onclogtoï.

1.2.3 Näg ag²in dax´ täg²itgäliïn sistem
Änä törliïn zagwaruud n´ täg²itgäliïn sistemäär ilärxiïlägdänä. Sistem n´
regressiïn täg²itgälüüdääs bürdäx ba täg²itgäl bür n´ ööriïn taïlbarlax xuw´-
sagqdaas gadna öör täg²itgälüüdiïn taïlbarlax xuw´sagqdyg aguulsan baïdag.
Iïmd taïlbarlax xuw´sagqdyg aguulsan sistem täg²itgälüüdiïg bodno gäsän üg
µm.
Ji²äälbäl, ärält niïlüülältiïn daraax zagwaryg awq üz´e.

QD
t – t xugacaan dax´ bütäägdäxüüniï ärält (demand),

QS
t – t xugacaan dax´ bütäägdäxüüniï niïlüülält (supply),

Pt– t xugacaan dax´ bütäägdäxüüniï üniïn tüw²in (price level),
Yt– t xugacaan dax´ orlogo (income).
Ärält ba niïlüülältiïn daraax zagwaryg biqij bolno:





QS
t = α1 + α2Pt + α3Pt−1 + εt (niïlüülält)

QD
t = β + 1 + β2Pt + β3Yt + ut (ärält)

QS
t = QD

t (täncwär)

Bütäägdäxüüniï ünä Pt ba ärält Qt = QD
t = QS

t n´ zagwaryn täg²itgälüüdääs
oldono. Ööröör xälbäl, ändogen xuw´sagqid µm. Ädgääriïg todorxoïlox xuw´sag-
qid n´ Yt–orlogo ba ömnöx ony Pt−1–ünä bolno.
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1.3 Ögögdliïn törlüüd
Ädiïn zasgiïn processyg zagwarqlaxad xoër törliïn ögögdliïg a²iglana:

• oron zaïn ögögdöl (cross-sectional data),

• xugacaany cuwaany ögögdöl (time series data).

Ji²äälbäl, näg ijil xugacaand olon törliïn püüsüüdääs awsan üïldwärläliïn
xämjää, ajilqdyn too, orlogo zäräg mädääläl n´ oron zaïn ögögdöl µm. Xarin
süüliïn jilüüdiïn uliral büräär ajiglasan infl¶ciïn tüw²in, dundaj calin,
ündäsniï bütäägdäxüün, möngöniïn ursgal zäräg n´ xugacaany cuwaany ögögdöl
bolno. Mongol tögrögniï näg dollart xar´cax ödör büriïn xar´caa (xan²ny
xälbälzäl) mön xugacaany cuwaany ögögdöl µm. Xugacaany cuwaany ögögdliïn
näg onclog bol ädgäär n´ xugacaany xuw´d ärämbälägdsän baïx ba oïrxon xugacaand
ajiglagdsan utguud n´ gol tölöw xoorondoo xamaaraltaï baïdagt or²ino.

1.4 Äkonometrikiïn zagwar baïguulax ündsän alxam
Äkonometrik zagwaryg daraax 6 üe ²attaïgaar baïguulna.

1-r ²at (tawil). Sudalgaany zorilgyg todorxoïlj, ädiïn zasgiïn xuw´-
sagqdyg todorxoïlno. Äkonometrik zagwarqlalyn gol zorilgo n´ sudlaj buï
ädiïn zasgiïn processyg zadlan ²injläx, tüüniï ädiïn zasgiïn üzüülältiïn
xätiïn toocoo xiïx, gadaad xuw´sagqdyn nölöög sudlax, sanamsargüï baïdlyg ¶l-
gan tanix, udirdlagyn ²iïdwär gargax zäräg bolno. Ädiïn zasgiïn xuw´sagqdyg
onolyn ündäslältäïgäär songox ²aardlagataï. Tuxaïlbal, ül xamaarax buµu
taïlbarlagq xuw´sagqid n´ funkcional buµu korrel¶c xamaaralgüï baïx ¶wdal
µm. Äsräg toxioldold, zagwaryn parametrüüdiïg ünäläx bolomjgüï boldog ba
bodit baïdald ül niïcäx, togtworgüï ²iïdiïg biï bolgoxod xürgädäg. Ädiïn
zasgiïn processyn qanaryn üzüülältiïg (ji²äälbäl, xüïs, bolowsrol) ünäläxdää
“idäwxgüï” xuw´sagqdyg a²iglana.

2-r ²at (ur´dqilsan). Sudalj buï processyn mön qanaryg zadlan ²injläx,
ur´dqilsan mädäälliïg formal xälbärt ²iljüüläx.

3-r ²at (parametrizaci). Zagwaryn erönxiï törliïg songono, tüünd orolcoj
buï xamaarluudyg togtoono. Üünd f(x) funkciïn xälbäriïg songoj ül xamaarax
(taïlbarlagq) ba taïlbarlagdax xuw´sagqdyn xamaarlyg togtoono.

4-r ²at (mädääläl). Ädiïn zasgiïn xuw´sagqdyn ajiglaltyn utguudyn mädääl-
liïg biï bolgono:

(xi1, xi2, . . . , xip; yi1, yi2, . . . , yiq), i = 1, 2, . . . , n.

5-r ²at (ünälgää). Zagwaryn parametrüüdiïg ünälnä.
6-r ²at (²algax). Zagwaryn bodit baïdlyg ilärxiïläx (adekwat) qanaryg su-

dalna. Baïguulsan zagwar n´ ädiïn zasgiïn bodit baïdlyg xär zäräg nariïwqlal-
taï, naïdwartaï xaruulj baïgaag änä ²atny ²injilgää xaruulna.



Büläg 2

Xos regressiïn zagwar

Xoër buµu xäd xädän sanamsargüï xämjigdäxüüniï xamaarlyg sudalj, xamaarlyg
funkcän xälbäräär ilärxiïlän, gargan awsan zagwaryn parametrüüdiïg olox n´
regressiïn ²injläliïn ündsän asuudal bilää. Ädiïn zasgiïn sudalgaany prak-
tikt, ögögdlüüdiïg ürgälj olon xämjääst xäwiïn tarxalttaï äx olonlogoos awsan
mätäär üzäj boldoggüï baïna. Uqir n´, tädgääriïn al´ näg n´ sanamsargüï bi²
baïx äswäl, regressiïn muruï ilärxiï ²ugaman bi² baïx toxioldluud garna. Iïm
toxioldold, tur²iltyn ögögdlüüdäd “xamgiïn saïn toxirox” muruï buµu gadar-
guug baïguulaxyg zoridog bögööd änä üïl ajillagaa, argyg regressiïn ²injilgää
xämään närlänä.

2.1 Funkcän, statistik, korrel¶c xamaarluud
Näg xämjigdäxüüniï utga bürt nögöö xämjigdäxüüniï todorxoï utga xargalzax
xamaarlyg funkcän xamaaral gädäg. Bid funkcän xamaarlyn tuxaï baïgaliïn
²injläx uxaanaas, ji²äälbäl matematik, fizikiïn xuuliudaas mädäx bilää.
Gätäl baïgal ertöncöd funkcän bi² xamaaraltaï xämjigdäxüünüüd bi²güï olon
baïdag ajää. Tuxaïlbal, X xämjigdäxüüniï bäxlägdsän utga bürt Y xämjig-
däxüüniï utguudyn olonlog xargalzax bolowq quxam al´ utga n´ xargalzaxyg
ur´dqilan xäläx bolomjgüï xämjigdäxüünüüd baïdag baïna. Iïnxüü näg xämjig-
däxüüniï utga bürt nögöö xämjigdäxüüniï todorxoï tarxalt xargalzaj baïwal
tädgääriïg statistik (stoxastik äswäl magadlalt) xamaaraltaï gänä. Statis-
tik xamaarlyn ji²ää gäwäl, tarialangiïn todorxoï talbaïg bordson bordoony
xämjää ba ug talbaïgaas awax urgacyn xämjää µm.

Xoër xämjigdäxüüniï statistik xamaaral näg utgataï bi²ääs üüdän näg xäm-
jigdäxüüniï utguudaas nögöö xämjigdäxüüniï nöxcölt matematik dundaj xärxän
xamaaraxyg awq üzdäg. Iïm statistik xamaarlyg korrel¶c xamaaral gänä. Ööröör
xälbäl, näg xämjigdäxüüniï utga ba nögöö xämjigdäxüüniï nöxcölt mat. dund-
jiïn funkcän xamaarlyg korrel¶c xamaaral gänä. Matematik ilärxiïlläär
biqwäl:

M(Y/X = x) = ϕ(x), M(X/Y = y) = ψ(y) (2.1)

(2.1)–iïg regressiïn zagwaryn täg²itgälüüd, tädgääriïn grafikiïg regressiïn
muruï gänä.
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2.2 Xamgiïn baga kwadratyn arga (XBKA)

Bidänd Xt, Yt(t = 1, 2, . . . , n) gäsän xoër xämjigdäxüüniï tur²iltyn utguud (Xt, Yt)
ögögdsön gäe. (Xt, Yt) utguudyg xawtgaïn koordinatyn sistemd dürsläe. (Zurag
2.1.) Bidniï zorilgo bol Y –iïn X–ääs xamaarax xamaarlyg “xamgiïn saïnaar”

Yt

Yt − f(Xt, β)

f(Xt, β) = α + βXt

Xt

Zurag 2.1: Xoër xuw´sagqiïn ²ugaman regressiïn zagwar

ilärxiïläx f(Xt, β) = α+βx funkciïg olox ¶wdal. Änä n´ tur²iltyn ögögdlüüdäd
“xamgiïn saïn toxirox” f(X) = a + bX xälbäriïn ²ugaman funkciïg olno gäsän
üg µm. Ööröör xälbäl, regressiïn zagwaryn muruïn α, β parametrüüdiïn ünälält
a, b–g tur²iltyn ögögdlüüdiïn tuslamjtaïgaar olno gäsän üg. Däär durdsan
“xamgiïn saïnaar ilärxiïläx”, “xamgiïn saïn toxirox” gädgiïn dor tur²iltyn
Yt utguud zagwaryn muruïn a + bXt utgaas xazaïx xazaïltuudyn kwadratyn niïl-
bär xamgiïn baga baïxyg oïlgono. Ööröör xälbäl,

F =
n∑

t=1

[Yt − (a + bXt)]
2 −→ min (2.2)

F funkcionaliïn äkstremumyn zaïl²güï nöxcliïg biqwäl:

∂F

∂a
= −2

n∑

t=1

(Yt − a− bXt) = 0,
∂F

∂b
= −2

n∑

t=1

Xt(Yt − a− bXt) = 0

buµu a · n +
∑

Xt =
∑

Yt, a ·
∑

Xt + b ·
∑

X2
t =

∑
XtYt (2.3)

(2.3) sistemiïn ²iïd â, b̂–g olbol

b̂ =
n

∑
XtYt − (

∑
Xt)(

∑
Yt)

n
∑

X2
t − (

∑
Xt)2

=
Cov(X, Y )
Var(X)

(2.4)

â =
1
n

∑
Yt − 1

n

∑
Xt · b̂ = Y −X · b̂ (2.5)

Üünd, X = (1/n)
∑

Xt, Y = (1/n)
∑

Yt, Cov(X, Y ) = E(X · Y )− E(X) · E(Y ),
Var(X) = E(X − E(X))2 = E(X2)− E2(X).

E–matematik dundaj (expectation), Var–dispers (variance), Cov–kowariac (cova-
riance).
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Sanamj 2.2.1. (2.3) sistemiïn äxniï täg²itgälääs

Y = â + b̂ ·X (2.6)

Ööröör xälbäl, (2.1) funkcionaliïg minimalqlagq Y = â + b̂X ²uluun n´ (X, Y )
cägiïg daïrna.
Sanamj 2.2.2. Xt (t = 1, 2, . . . , n)–utguudyg bügd ijil bi² gäj toocno. Ööröör
xälbäl, Var(X) 6= 0 üed (2.4) tom³ëo utga tögöldör µm.

2.2.1 Xazaïltaar ilärxiïlsän täg²itgäl
Xt, Yt utguud tüüwriïn dundjaasaa xazaïx xazaïltuudyg xt = Xt−X, yt = Yt−Y
gäj tämdägläe.

Ömnöx bodlogotoï adilaar, F =
n∑

t=1
[yt − (a + bxt)]

2 funkcionaliïg minimal-
qlagq f(x) = a + bx ²ugaman funkciïg olox bodlogo awq üz´e.

Bodlogyn ²iïd n´ geometr sätgälgääniï üüdnääs awq üzwäl, Xt, Yt xuw´sagqiïn
xuw´d olson ¶g tär ²uluun (x, y) xawtgaï däär garax n´ todorxoï. Ünän xäräg
däärää, X, Y xuw´sagqdaas x, y xazaïltuudad ²iljinä gädäg n´ zöwxön koordi-
natyn äxiïg (X, Y ) cägt zööj buï xäräg µm. (2.4) ba (2.5) tom³ëond Xt, Yt–g (xt, yt)
xuw´sagqdaar sol´j, x = y = (1/n)

∑
xt = (1/n)

∑
yt = 0 boloxyg toocwol

â = 0, b̂ =
∑

xtyt∑
x2

t

=
∑

(Xt −X)(Yt − Y )∑
(Xt −X)2

(2.7)

Iïnxüü bid regressiïn ²uluuny öncgiïn koäfficient b̂–iïn öör xälbäriïg gar-
gan awlaa.

2.2.2 Geometr taïlbar
(x, y) = x′y =

∑
XtYt gäsän skal¶r ürjwär todorxoïlogdson n-xämjääst wektor

ogtorguï Rn–iïg awq üz´e. Üünd, x′–xörwüülsän matric buµu manaï toxioldold
(1× n) xämjääst wektor mör.

x =




X1
...

Xn


 , y =




Y1
...

Yn


 , ı =




1
...
1


 , e =




e1
...

en


 gäwäl

ŷ = a · ı + b · x, e = y − ŷ

Üünd: a, b–toon koäfficientuud, ŷ – ı, x wektoruudaar baïguulagdax 2 xämjääst
giprxawtgaï (π) däär or²ix wektor (ı, x wektoruud kollinear bi²).

e wektor xamgiïn baga utgataï baïx a, b–g olox zorilgo taw´¶. Ööröör xälbäl,
π däd ogtorguïn ŷ wektoroor ŷ wektort xamgiïn saïn argaar döx´e.

e wektor (π) xawtgaïd ⊥ baïx tiïm ŷ wektor bodlogyn ²iïd bolox n´ ilärxiï.
Üüniï tuld e wektor, ı ba x wektor tus bürt ⊥ baïxad xangalttaï:

ı′ · e = 0 ⇔ ∑
et = 0 ⇔ ∑

(Yt − a− bXt) = 0,
x′ · e = 0 ⇔ ∑

Xtet = 0 ⇔ ∑
Xt(Yt − a− bXt) = 0

(2.8)

Üügäär bid äkstremumyn zaïl²güï nöxcölüüdiïg daxin gargan awlaa.
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2.2.3 Biqlägiïn matrican xälbär
(n× 2) xämjääst matricyg X–äär tämdägläe.

X =




1 X1
...

...
1 Xn


 , y =




Y1
...

Yn


 , β =

[
a
b

]
, e = y −Xβ.

Üünd, β n´ ül mädägdäx koäfficientuudyn (n× 1) xämjääst matric.
e wektor ba π xawtgaï ortogonal´ baïx (2.8) nöxcliïg matric xälbäräär biqwäl
X ′e = 0 buµu X ′(y −Xβ) = X ′y −X ′Xβ = 0 xälbärtäï bolno.
Ändääs X ′Xβ = X ′y buµu

β̂ = (X ′X)−1 ·X ′y (2.9)

Däär tämdägläsän ësoor ı, x wektoruud ²ugaman xamaaralgüï uqraas X ′X matric
urwuutaï baïna.

2.3 Xoër xuw´sagqiïn ²ugaman regressiïn zagwar
Ömnöx züïlüüdäd zöwxön tur²iltyn ögögdöld xamgiïn saïn toxirox ²ugamyg
baïguulax tuxaï awq üzsän. Odoo, ögögdlüüdiïn zarim statistik qanaruudyg
bodlogyn tawild nämj oruul³¶. Ünän xäräg däärää, X–iïn zöwxön näg utgand
Y –iïn ¶nz büriïn utguud ajiglagdaj bolox bilää.

Ji²ää1. X–xuw´ xüniï nas, Y –tüüniï calin
Ji²ää2. X–örxiïn orlogo, Y –örxiïn xünsniï zardal.
�ugaman regressiïn onold Yt–iïn Xt–ääs xamaarax xamaarlyg daraax xäl-

bärtäï awq üzdäg.
Yt = a + b ·Xt + εt, t = 1, 2, . . . , n.

Üünd, Xt–sanamsargüï bi² xämjigdäxüün, Yt, εt–sanamsargüï xämjigdäxüünüüd
bögööd daraax baïdlaar närläj xäw²sän baïdag.

Yt–xamaaran xuw´sagq, taïlbarlagdax xuw´sagq, ändogen xuw´sagq...
Xt–ül xamaarax xuw´sagq, taïlbarlagq xuw´sagq, äkzogen xuw´sagq, regressor...
εt–regressiïn aldaa (zöröö, xälbälzäl), new¶zka (wozmu°enie)...
Regressiïn aldaa–εt sanamsargüï baïdag n´ daraax 2 ündsän ²altgaantaï:
1. Bidniï zagwar bol bodit baïdlyn xuraanguï xälbär uqraas ünän qanartaa

Y –d nölöölöx öör busad parametrüüd orxigdson baïgaa. Ji²ää1–d xuw´ xüniï
calin tuxaïlbal bolowsrolyn tüw²in, ajillasan jil, xüïs, ajillaj buï sek-
toryn (ulsyn, xuwiïn) töröl zärgääs xamaarna.

2. Ögögdlüüdiïg xämjixäd sanamsargüï aldaa garna. Tuxaïlbal Ji²ää2–d,
örxiïn xünsniï zardlyn ögögdöl gäxäd l asuulgad orolcogqdyn xariultaar äswäl
tädniï tämdäglälääs awagdax uqir aldaa garax bolomjtoï µm. Iïm uqraas εt–g Yt

xämjigdäxüüntäï ijil tarxaltyn funkc büxiï sanamsargüï xämjigdäxüün gäj
üznä.

�ugaman regressiïn songodog zagwaryn xuw´d tawigdax ur´dqilsan
nöxcölüüd:

1. Yt = a + b ·Xt + εt, t = 1, 2, . . . , n.–zagwaryn tom³ëolol,
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2. Xt–sanamsargüï bi²; (X1, . . . , Xn) wektor ı = (1, . . . , 1)′–täï kollinear bi².
3a. Eεt = 0, E(ε2

t ) = V(εt) = σ2,
3b. E(εtεs) = 0, ∀t 6= s,
3c. εt ∼ N(0, σ2), t = 1, 2, . . . , n (nämält nöxcöl).
Däärx nöxcölüüdiïg taïlbarla¶:
1. Zagwaryn matematik tom³ëolol n´, xamaaran xuw´sagq Yt–iïn Xt–ääs xa-

maarax xamaaral sanamsargüï aldaany nariïwqlaltaïgaar f(Xt) = a + b ·Xt xuu-
liar ilärxiïlägdäxiïg zaaj buï µm.

3a. Eεt = 0 nöxcöl n´ EYt = a + b · Xt buµu bäxlägdsän Xt–iïn xuw´d Yt–iïn
dundaj utga a + b ·Xt baïxyg ilärxiïlnä.

3a. E(ε2
t ) = V(εt) = σ2 nöxcöl n´ aldaany dipers ajiglaltyn dugaaraas (Xt

regressoroos) xamaaraxgüï boloxyg ilärxiïlnä. Änä nöxcöl bielägdäj baïwal al-
daag gomoskedastik (homoscedasticity) gänä. Xäräw gomoskedastik nöxcöl bieläxgüï
baïwal aldaag geteroskedastik (heteroscedasticity) gäj närlänä. Daraax zurguu-
daar (Zurag 2.2, Zurag 2.3) aldaany gomoskedastik, geteroskedastik toxioldluu-
dyg üzüüläw.

Y

X

Zurag 2.2:

Y

X

Zurag 2.3:

3b. E(εtεs) = 0, ∀t 6= s nöxcöl, öör öör ajiglaltyn aldaa korrel¶c xamaaral-
güï boloxyg ilärxiïlnä. Ögögdlüüd xugacaany cuwaa baïx üed änä nöxcöl ¶magt
aldagddag. Änä toxioldold aldaany awtokorrel¶ciïn (serial correlation) tuxaï
awq üznä.

E(εtεt+1) = ρ 6= 0 üed aldaany awtokorrel¶ciïn x¶lbar toxioldluudyg Zurag
2.4 (ρ > 0), Zurag 2.5 (ρ < 0)–äär üzüüläw.

Y

X

Zurag 2.4:

Y

X

Zurag 2.5:
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3a, 3b nöxcölüüdiïg daraax baïdlaar wektor xälbärt biqij bolno:

Eε = 0, V(ε) = σ2In

Üünd, ε = (ε1, . . . , εn)′, In − n× n xämjääst nägj matric, V(ε)− n× n xämjääst,
kowariaciïn matric. Tüünqlän 3a, 3b nöxcölüüdiïg xamaaran xuw´sagqiïn xuw´d
biqij boloxyg tämdägläe: EYt = a + b ·Xt, V(Yy) = σ2, Cov(YtYs) = 0, t 6= s.

3c. nöxcöl n´ εt (t = 1, 2, . . . , n) aldaa xäwiïn tarxalttaï sanamsargüï xämjig-
däxüün baïna gäsän üg µm: εt ∼ N(0, σ2). Regressiïn täg²itgäl gargan awaxad
äxniï 1–3b nöxcöl xangalttaï bolwq 3c nöxcliïg nämält bolgon awq üzdäg. 1–3c
nöxcliïg xangax zagwaryg normal, ²ugaman regressiïn zagwar (Classical Normal
Linear Regression model) gänä.
Sanamj 2.3.1. Normal ²ugaman regressiïn nöxcöld 3b nöxcöl n´ “εt, εs(t 6= s)
aldaanuud statistik xamaaralgüï” gäsän nöxcöltäï äkwiwilent baïna.
Sanamj 2.3.2. 3a, 3b nöxcliïg ilüü sul nöxclöör (X sanamsargüï baïj bolno!)
solixod zagwaryn ixänx qanaruud xadgalagdana:

3′a,b Cov(Xt, εs) = 0, (∀ t, s)

E(εt|X) = 0, E(ε2
t |X) = σ2, (∀ t)

E(εtεs|X) = 0. (∀ t 6= s)

2.4 Gauss-Markowyn teorem. σ2 dispersiïn ünälält
1–3b nöxcliïg xangax ²ugaman zagwaryn a, b, σ2 parametrüüdiïn “xamgiïn saïn”
ünälältiïg (Xt, Yt), t = 1, 2, . . . , n. ögögdlüüdäär olox ¶wdal bol bidniï zorilgo
bilää. “Xamgiïn saïn” (Best Linear Unbiased Estimator, BLUE ) gädgiïn dor tu-
xaïlbal, Yt–iïn xazaïltgüï ²ugaman ünälältüüdiïn angid xamgiïn baga disper-
stäïg n´ oïlgono. Iïm ünälält or²in baïx n´, baga dispers büxiï ²ugaman bi²
xazaïltgüï ünälält oldoxgüï gäsän üg bi² gädgiïg tämdägläe. Tüünqlän, xazaïl-
tgüï gäsän nöxcliïn orond ünälält ba jinxänä utgyn dundaj kwadrat xazaïlt
E(̂b− b)2 xamgiïn baga baïx nöxcliïg awq bolno.

Teorem 2.4.1 (Gauss-Markow). 1, 2, 3a, 3b nöxcölüüd bieläx üed xamgiïn baga
kwadratyn argaar olson â, b̂ ünälältüüd n´ büx xazaïltgüï ²ugaman ünälältüüdiïn
angid xamgiïn baga disperstäï baïna.

Teoremiïn batalgaag änd awq üzäxgüï bögööd batalgaany ¶wcad garax zarim
ür düng tämdägläe:

V(̂b) =
σ2

∑
x2

t

(2.10)

V(â) = σ2

∑
X2

t

n
∑

x2
t

(2.11)

Cov(â, b̂) = − X∑
x2

t

σ2 = − X∑
(Xt −X)2

σ2 (2.12)
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2.4.1 Aldaany dispers σ2–yn ünälält
Regressiïn a, b koäfficientuudyn xamgiïn saïn (Gauss-Markowyn teoremiïn ut-
gaar) ünälältiïg baïguulj bolj baïgaa bolowq, regressiïn täg²itgäld σ2 gäsän
öör näg parametr baïgaa bilää. Toocoologdoogüï üldsän sanamsargüï xüqin züï-
liïn nölöö bolon ajiglaltyn (tur²iltyn) aldaag änäxüü parametr todorxoïlno.

Regressiïn täg²itgäläär olson Yt–iïn utgyg Ŷt = â+b̂Xt gäj tämdäglääd prog-
nozyn utga (fitted value) gäj närlänä. Prognozyn ba tur²iltyn utgyn xoorond
garax zöröög regressiïn üldägdäl (et) gäj närlääd Yt = Ŷt+et = â+b̂Xt+et täg²it-
gälääs olno . Regressiïn üldägdliïg Yt = a + b · Xt + εt zagwar dax´ regressiïn
aldaataï anduuraxgüï baïxyg sanuul¶!. et üldägdäl εt aldaany adil sanamsargüï
xämjigdäxüün baïx bögööd εt–ääs ¶lgaataï n´ ajiglagddagt or²ino.

σ2–yn ünälält n´ et = Yt − â− b̂Xt üldägdliïn kwadraataas xamaarna:
∑

e2
t =

∑
(Yt − â− b̂Xt)2 =

∑
(Ŷ + yt − â− b̂X̂ − b̂xt)2 =

∑
(yt − b̂xt)2

=
∑

(bxt + εt − ε− b̂xt)2 =
∑

x2
t (b− b̂)2 + 2(b− b̂)

∑
xt(εt − ε) +

∑
(εt − ε)2.

Däärx niïlbäriïn mat.dundjiïg bodwol, E(
∑

e2
t ) = (n− 2)σ2. Iïmd

s2 = σ̂2 =
1

n− 2

∑
e2
t (2.13)

ünälält σ2–yn xazaïltgüï ünälält bolno.
(2.10) ba (2.11) n´ σ2 dispers mädägdäx üed â, b̂ ünälältüüdiïn dispersiïg bo-

dox tom³ëo µm. Gätäl praktikt aldaany dispers σ2 mädägdäxgüï baïdag uqir
ajiglaltyn ögögdlöör, a, b koäfficientuudtaï xamt ünäläx ²aardlagataï boldog.
Iïm uqraas â, b̂ ünälältüüdiïn dispersiïg bodoxdoo (2.10), (2.11) tom³ëond σ2–yg
s2–aar sol´j praktik toocoog xiïdäg:

V̂(̂b) =
s2

∑
x2

t

=
s2

∑
(Xt −X)2

V̂(â) = s2

∑
X2

t

n
∑

x2
t

=
s2

∑
X2

t

n
∑

(Xt −X)2
(2.14)

Ĉov(â, b̂) = − X∑
x2

t

s2 = − Xs2

∑
(Xt −X)2

Regressiïn koäfficientuudyn ünälältiïn standart aldaag oloxod q ädgäär to-
m³ëog a²iglana (sbb =

√
V̂(̂b)).

Sanamj 2.4.1. Y –iïn X–ääs xamaarax xamaarlyg sudalj baïgaa bögööd ajiglal-
tyn too n ögögdsön, xarin ajiglaltyn utguud X = (X1, X2, . . . , Xn)–iïg songox
bolomjtoï gäj sana¶. Tägwäl, öncgiïn koäfficient b–iïn ünälältiïn nariïwqlal
xamgiïn ix baïxaar X–iïg xärxän songon awax wä? (2.14) tom³ëo ësoor b̂ ünälältiïn
dispers V̂(̂b) n´

∑
x2

t niïlbär xiqnään ix baïx tutam töqnöön baga baïx n´ ilärxiï.
Tägwäl Xt ögögdlüüdääs, dundaj utgynxaa orqind ilüü ix sarniltaïg n´ songowol
toxiromjtoï bolox n´ xaragdaj baïna.
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Sanamj 2.4.2. (2.14) tom³ëonoos üzwäl sul gi²üün a bolon öncgiïn koäfficient
b–iïn ünälältiïn xuw´d xäräw, X̂ > 0 bol Cov(â, b̂) < 0 baïna. Üüniïg geometriïn
üüdnääs awq üzwäl Y = â+b̂X ²uluuny grafik (X̂, Ŷ ) cägiïg daïrax tul b̂–g ösöxöd
â–iïn xämjää bagasna (²uluun (X̂, Ŷ ) cägiïg toïron cagiïn züüniï xödölgööniï
äsräg ärgänä) gäsän üg µm (Zurag 2.6).

X

Y

(X, Y )

Zurag 2.6:

2.5 Regressiïn parametrüüdiïn ünälältiïn statistik
qanar. b = b0 taamaglal ²algax. Regressiïn koäf-
ficientuudyn itgäx zawsar

ε ∼ N(0, σ2In) gäsän normal, ²ugaman regressiïn nöxcöl bielägdäj baïg. Ööröör
xälbäl, ε n´ olon xämjääst xäwiïn tarxalttaï sanamsargüï xämjigdäxüün baïg.
Änä toxioldold Yt mön xamtyn normal tarxalttaï baïna. Tägwäl, regressiïn
koäfficientuudyn XBKA–aar olson ünälältüüd (caa²id towqoor XBK-ünälält
gänä) â, b̂ n´ Yt–ääs ²ugaman uqraas mön xamtyn normal tarxalttaï baïna:

â ∼ N

(
a, σ2

∑
X2

t

n
∑

x2
t

)
, b̂ ∼ N

(
b, σ2 1

n
∑

x2
t

)
(2.15)

Xäräw aldaa xäwiïn tarxalttaï gäsän taamaglal (nöxcöl) äs bielägdwäl (2.15)
erönxiï toxioldold xüqingüï bolowq, Xt–iïn tölöw togtmol baïx (uslowi¶ regu-
l¶rnosti) zarim nöxcöld n–iïg ösöxöd â, b̂ ünälältüüd x¶zgaartaa xäwiïn tarxal-
ttaï baïna. Ööröör xälbäl, n →∞ üed (2.15) bielnä.

2.5.1 Aldaany dispersiïn ünälält s2–yn tarxalt
Normal ²ugaman regressiïn zagwaryn xuw´d, ööröör xälbäl, ε n´ olon xämjääst
xäwiïn tarxalttaï sanamsargüï xämjigdäxüün baïx toxioldold

(n− 2)s2

σ2
∼ χ2(n− 2) (2.16)

boloxyg xaruuldag. Ööröör xälbäl, s2 ∼ σ2

n− 2
·χ2(n−2) buµu aldaany ünälältiïn
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dispers s2 n´ σ2

n− 2
ürjigdäxüüniï nariïwqlaltaïgaar (n − 2) qölööniï zäräg

büxiï xi-kwadrat (χ2) tarxalttaï baïna.
Sanamj 2.5.1 (Qölööniï zäräg). Y1, Y2, . . . , Yn, Yn+1, . . . , Yk sanamsargüï xämjigdä-
xüünüüd dotor n n´ xos xosooroo xamaaralgüï, üldsän (n − k) n´ ¶mar näg ²uga-

man xolbootoï (²ugaman xamaaraltaï) bol
k∑

i=1
Y 2

i –kwadratuudyn niïlbäriïg n

qölööniï zärägtäï gänä. Ji²äälbäl, sanamsargüï xämjigdäxüün däär ajiglalt
xiïj X1, X2, . . . , Xn utguudyg gargan awsan gäwäl Yi = Xi − X xazaïltuudyn
xuw´d

n∑
i=1

Y 2
i niïlbär n´ (n − 1) qölööniï zärägtäï baïna. Uqir n´ Yi = Xi − X

xämjigdäxüünüüdiïn xoorond X = (X1 + X2 + . . . + Xn)/n gäsän xolboo or²ino!
(

n∑
i=1

Yi = 0).

Xäräw däärx kwadratuudyn niïlbäriïg qölööniï zärägt n´ xuwaawal garsan
xämjigdäxüün n´ σ2 dispersiïn xazaïltgüï ünälält baïna:

n∑
i=1

(Xi −X)2

n− 1
=

1
n− 1

n∑

i=1

(Xi −X)2 = s2.

Sanamj 2.5.2 (χ2(n) tarxalt). ε1, . . . , εn–ül xamaarax, standart xäwiïn tarxalt-
taï sanamsargüï xämjigdäxüünüüd bol (∀i (i = 1, n), εi ∼N(0, 1)) χ2(n) =

n∑
i=1

ε2
i –

xämjigdäxüüniïg n qölööniï zäräg büxiï xi-kwadrat tarxalttaï gänä (Eχ2(n) =
n, Vχ2(n) = 2n).

2.5.2 â, b̂, s2–ünälältüüdiïn ül xamaarax qanar
Aldaany dispersiïn ünälält s2 n´ regressiïn üldägdäl et–ääs xamaarsan funkc
uqir s2 ba (â, b̂)–g xamaaralgüï gäj batlaxyn tuld et ba (â, b̂)–g xamaaralgüï
gäj batlaxad xangalttaï. Normal ²ugaman regressiïn zagwaryn nöxcöld ∀ t
xuw´d Cov(et, b̂) = 0,Cov(et, â) = 0 boloxyg x¶lbarxan batalj bolno. Änä n´ et

ba b̂, et ba â xämjigdäxüünüüd korrel¶c xamaaralgüï gäsän üg. Tägwäl “xäwiïn
tarxalttaï sanamsargüï xämjigdäxüünüüd korrel¶c xamaaralgüï bol statistik
xamaaralgüï” gäsän ür düng a²iglawal et ba b̂, et ba â, mön â ba b̂ statistik
xamaaralgüï. Iïnxüü XBK-ünälältüüd bolox â, b̂, s2 n´ xos xosooroo statistik
xamaaralgüï xämjigdäxüünüüd baïna.

2.5.3 H0 : b = b0 taamaglal ²algax
(2.15)–aas b̂− b ∼ N(0, σ2

bb ). Üünd, σ2
bb = V̂(̂b) = σ2/

∑
x2

t . Xäräw b̂ xämjigdäxüüniïg

normqilbol N(0, 1) tarxalttaï bolno: b̂− b

σ2
bb

∼ N(0, 1).

(2.16)–aas s2

σ2
∼ 1

n− 2
χ2(n− 2) buµu s

σ
∼

√
1

n− 2
χ2(n− 2).
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Xäräw b̂− b

σ2
bb

ba s

σ
xämjigdäxüüniï noogdworyg awq üzwäl (n − 2) qölööniï zäräg

büxiï St´µdentiïn tarxalttaï sanamsargüï xämjigdäxüün baïna:

t =
b̂− b/σ2

bb
s/σ

∼ t(n− 2).

σbb
σ

=
sbb
s

buµu σ

s
=

σbb
sbb

boloxyg toocwol

t =
b̂− b

sbb
∼ t(n− 2). (2.17)

Däärxiïn adilaar

t =
â− a

sba
∼ t(n− 2). (2.18)

Iïnxüü aldaa xäwiïn tarxalttaï toxioldold regressiïn ²uluuny normqlogdson
XBK-ünälältüüd St´µdentiïn tarxalttaï baïx n´. Xarin xt–iïn tölöw togt-
mol baïx zarim toxioldold aldaag xäwiïn tarxalttaï gäj ²aardaxgüïgäär (2.17),
(2.18) xämjigdäxüün bür x¶zgaartaa xäwiïn tarxalttaï baïdag boloxyg tämdägläe.

H0 : b = b0 taamaglalyg H1 : b 6= b0 örsöldögq taamaglalyn nöxcöld ²algax
üed däärx (2.17), (2.18) statistikiïg a²iglana. (n − 2) qölööniï zäräg büxiï
t-tarxaltyn, tuxaïlbal 95%-iïn kwantil tc bol H0 taamaglal ünän baïxyn tuld

P

{
−tc <

b̂− b0

sbb
< tc

}
= 0.95

nöxcöl bielnä. Xäräw |t| > tc bol 5%-iïn itgäx tüw²intäïgäär H0 taamaglalyg
ügüïsgänä (H1 taamaglalyg xülään awna). Äsräg toxioldold H0 taamaglalyg
xülään zöw²öörnö. P{|(̂b− b)/sbb| < tc} = 0.95 täncätgäliïg

P{b̂− tcsbb < b < b̂ + tcsbb} = 0.95

xälbärt biqwäl [̂b − tcsbb , b̂ + tcsbb] n´ b–iïn 95%–iïn itgäx zawsar bolno. It-
gäx zawsar b parametriïn jinxänä utgyg ögögdsön itgäx magadlaltaïgaar xuqna
(manaï toxioldold p = 0.95).

H0 : b = 0 taamaglalyn üed t = b̂/sbb bolox tul t-statistik ilüü x¶lbar
bolno. Regressiïn ²injilgää xiïx komp´µteriïn bagc programmuudad änä utgyg
ixäwqlän oruulsan baïdag. |t| > tc nöxcöl bielägdwäl (5%–iïn itgäx tüw²niï
xuw´d tc ≈ 2) regressiïn koäfficient tägääs ¶lgaataï gäsän dügnält garax ba
ulmaar X n´ Y –d ¶mar näg statistik nölöö üzüüläxiïg ilärxiïlnä. Xarin t-
statistikiïn baga utguud n´ taïlbarlagq xuw´sagq X ba xamaaran xuw´sagq Y –
iïn xoorond mädägdäxüïc statistik xolboo baïxgüï boloxyg ilärxiïlnä.
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2.6 Regress dax´ xamaaran xuw´sagqiïn wariaciïn ²in-
jilgää. Determinaciïn koäfficient

Yt utguud dundaj utgaasaa xazaïx xazaïltyn kwadratyn niïlbär bolox
∑

(Yt−Y )2

–wariaciïg awq üz´e. Wariaciïg, regressiïn täg²itgäläär taïlbarlagdax, ül
taïlbarlagdax (ööröör xälbäl: εt aldaataï xolbootoï) gäsän xoër xäsägt xuwaa¶.

Yt–iïn prognozyn utgyg Ŷt = â + b̂Xt gäwäl Yt− Y = (Yt− Ŷt) + (Ŷt− Y ) (Zurag
2.7). Tägwäl, Yt–iïn wariac daraax 3 niïlbärääs togtono:

Yt − Y

Xt

Yt

bYt

Y

Yt − bYt

bYt − Y

Zurag 2.7:

∑
(Yt − Y )2 =

∑
(Yt − Ŷt)2 +

∑
(Ŷt − Y )2 + 2

∑
(Yt − Ŷt)(Ŷt − Y ) (2.19)

y−ŷ = e–regressiïn üldägdliïn wektor ı togtmol ba x wektort ortogonal´ uqraas
däärx niïlbäriïn 3–r nämägdäxüün tägtäï täncüü. Iïmd

∑
(Yt − Y )2

TSS

=
∑

(Yt − Ŷt)2

ESS

+
∑

(Ŷt − Y )2

RSS

. (2.20)

Üünd,
TSS–niït dispers (total sum of squares),
ESS–regressäär ül taïlbarlagdax dispers (error sum of squares),
RSS–regressäär taïlbarlagdax dispers (regression sum of squares).

Sanamj 2.6.1. Togtmol wektoryg taïlbarlagq parametriïn toond oruulsan nöx-
cöld l üldägdliïn wektor togtmol wektort ⊥ baïna (ı′e =

∑
et = 0). Iïm uqraas

zöwxön, togtmol wektoryg ül xamaarax xuw´sagqtaï nägtgäsän toxioldold (2.20)
tom³ëo xüqintäï baïna.

2.6.1 Determinaciïn koäfficient–R2

Todorxoïlolt 2.6.1.

R2 = 1− ESS
TSS

=
RSS
TSS

(2.21)

xämjigdäxüüniïg determinaciïn koäfficient buµu dispersäär taïlbarlagdax
xuw´ gänä.
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(2.21) tom³ëony 2–r täncätgäl zöwxön, togtmolyg regressiïn xuw´sagqid oruul-
san toxioldold bielägdäxiïg tämdägläe.

Determinaciïn koäfficientiïn todorxoïloltoos 0 ≤ R2 ≤ 1. Xäräw R2 = 0
bol regressiïn täg²itgäl, Ŷt = Y gäsän ilärxiï züïlääs öör µug q äs ögnö. Xarin
R2 = 1 bol regressiïn täg²itgäläär büx züïl taïlbarlagdana: ajiglaltyn büx
cägüüd regressiïn ²uluun däär or²ix ba büx et = 0. Iïmd R2–yn utga 1–d xiqnään
oïr baïx tutam regress bodit baïdlyg nariïn dürslänä. Änä n´ geometr utgaaraa,
ŷ wektor y wektort ilüü nariïn döxnö gäsän üg µm. Regressiïn qanaryg ünäläxäd
R2 koäfficientiïg xärxän a²iglax tuxaï daraagiïn Büläg 3–t dälgärüülj awq
üzäx bolno.

2.6.2 R2 koäfficientiïn geometr taïlbar
(2.2)–d awq üzsän, regressiïn geometr taïlbartaa ärgäj or³ë. Y ı wektor n´ y
wektoryn ı däärx ortogonal´ proekc bolno. Xarin ŷ wektor y wektoryn (ı,x)
xawtgaï däärx ortogonal´ proekc baïna (Zurag 2.8). Gurwan perpendikul¶ryn
teorem ësoor ŷ wektoryn ı däärx ortogonal´ proekc n´ Y ı wektortoï dawxcana.
Tägwäl, (2.20) täncätgäl n´ ŷ − Y ı, y − Y ı, e taluudtaï täg² öncögt gurwaljny
xuw´ dax´ Pifagoryn teorem µm. Ööröör xälbäl, ‖ y−Y ı ‖2=‖ e ‖2 + ‖ ŷ−Y ı ‖2.
Iïm uqraas R2 = RSS/TSS = cos2 ϕ, Üünd, ϕ− (ŷ − Y ı) ba (y − Y ı) wektoruudyn

y − Y ı

y

by

by − Y ı

Y ı ı

x

e = y − by

Zurag 2.8:

xoorondox öncög.
Sanamj 2.6.2. R2 n´ Yt, Ŷt xuw´sagqdyn xoorondox tüüwriïn korrel¶ciïn koäf-
ficientiïn kwadrattaï täncüü.

2.6.3 F -statistik (Fi²eriïn ²injüür)
Daxin, normal ²ugaman regressmïn zagwar aw³¶. (2.15), (2.16) tom³ëonoos:

b̂− b

sbb
=

b̂− b

σ/
√∑

x2
t

∼ N(0, 1);

(n− 2)s2

σ2
=

∑
e2
t

σ2
∼ χ2(n− 2).
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s2, b̂–g xamaaralgüï gäj däär batalsan tul χ2 bolon Fi²eriïn tarxaltyn todor-
xoïlolt ësoor:

F =

(
b̂− b

σbb

)2
1
1

∑
e2
t

σ2

1
n− 2

=
(̂b− b)2

∑
x2

t∑
e2
t /(n− 2)

∼
1
1
χ(1)2

1
n− 2

χ2(n− 2)
= F (1, n− 2) (2.22)

Gargan awsan F -statistikiïg H0 : b − b0 = 0 gäsän täg taamaglal ²algaxad
a²iglana. Änä taamaglalyn üed (2.22) statistik daraax xälbärtäï bolno.

F =
(̂b− b0)2

∑
x2

t∑
e2
t /(n− 2)

∼ F (1, n− 2) (2.23)

Xäräw täg taamaglal ünän bol (2.23)–yn F utga baga baïna. Xäräw F utga, ögögdsön
itgäx tüw²in α–iïn xuw´d (1, n − 2) parametrüüd büxiï Fi²eriïn tarxaltyn
kritik utga Fα(1, n− 2)–aas ix baïwal täg taamaglalyg xärägsäxgüï.

(2.23) statistik H0 : b = 0 taamaglalyn xuw´d x¶lbarqlagdana (X, Y –iïn
xoorond ²ugaman funkcional xolboogüï toxioldol). Änä toxioldold (2.23) to-
m³ëog wektor xälbäräär biqwäl daraax xälbärtäï bolno.

F =
ŷ′∗ŷ∗

e′e/(n− 2)

(∑
(ŷt)2 = ŷ′∗ŷ∗

)
. (2.24)

Determinaciïn koäfficientiïg xazaïltaar ilärxiïlän biqwäl

R2 =
ŷ′∗ŷ∗
y′∗y∗

=
ŷ′∗ŷ∗

e′e + ŷ′∗ŷ∗
. (2.25)

(2.24), (2.25)–aas F -statistik ba R2 koäfficientiïn xolboog ilärxiïlbäl

F = (n− 2)
R2

1−R2
= (n− 2)

RSS
ESS

(2.26)

F–iïn baga utguudad R2–yn baga utga xargalzana.
Sanamj 2.6.3. (2.17) ba (2.23)–g xar´cuulbal F = t2 boloxyg xarj bolno. Ööröör
xälbäl, t ba F statistikiïg a²iglan H0 taamaglalyg ²algaxad näg xämjääst
regressiïn zagwaryn xuw´d adil ür dün ögnö.

2.7 Regressiïn koäfficientiïn xamgiïn ix ünäniï
xuw´ büxiï ünälält

XBKA–aas gadna, ²ugaman regresiïn parametrüüdiïg ünäläx öör arga n´ xamgiïn
ix ünäniï xuw´ büxiï arga µm (Method of Maximum Likelihood ML). Änä argyn
tuxaï xojim XI bülägt awq üzäx bögööd änä xäsägt zöwxön xos regressiïn xuw´d
xärxän xärägläx talaar durd³¶.
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Normal ²ugaman regressiïn

Yt = a + bXt + εt (2.27)

zagwaryn parametrüüdiïg olox zorilgo taw´¶. Regressiïn büx εt aldaa xamaaral-
güï bögööd xäwiïn tarxalttaï gäe:

εt ∼ N(0, σ2). (2.28)

Äkwiwalent xälbäräär biqwäl Yt ∼ N(a + bXt, σ
2).

Tur²iltyn (Xt, Yt), t = 1, 2, . . . , n utguudyn xuw´d “(2.27)÷(2.28) zagwaryn
a, b, σ2 parametrüüdiïn xamgiïn ix magadlaltaï utguud xäd wä?” gäsän asuul-
tand xariulax zorilgo taw´¶. Üüniï tuld, ajiglalt büriïn magadlalyn n¶gtuu-
dyn ürjwärtäï täncüü, “xamgiïn ix ünäniï xuw´ büxiï” gäj närlägdäx daraax
funkciïg zoxioë:

L(Y1, . . . , Yn, a, b, σ2) = P (Y1, . . . , Yn|X1, . . . , Xn, a, b, σ2) =
n∏

t=1

P (Yt)

= (2π)−n/2(σ2)−n/2exp

(
− 1

2σ2

∑
(Yt − a− bXt)2

)
. (2.29)

Üünd, P− n´ Xt, Yt bolon a, b, σ2 parametrüüdääs xamaarsan magadlalyn n¶gt.
Parametrüüdiïn xamgiïn ix magadlaltaï utgyg olno gädäg n´, L funkciïg mak-
simumd n´ xürgäx utguudyg olno gäsän üg. L ba lnL funkc ijilxän cägüüd däär
maksimum utgaa awax uqraas ln L funkciïn maksimumyg oloxod xangalttaï.

ln L(Y1, . . . , Yn, a, b, σ2) = −n

2
ln(2π)− n

2
ln(σ2)− 1

2σ2

∑
(Yt − a− bXt)2. (2.30)

ln L funkciïn äkstremum or²ix zaïl²güï nöxcliïg biqwäl:

∂ ln L

∂a
=

1
σ2

∑
(Yt − a− bXt) = 0 (2.31)

∂ lnL

∂b
=

1
σ2

∑
Xt(Yt − a− bXt) = 0 (2.32)

∂ lnL

∂σ2
= −n

2
1
σ2

+
1

2σ4

∑
Xt(Yt − a− bXt)2 = 0 (2.33)

(2.31)÷(2.33) täg²itgäliïn sisitemiïn ²iïd n´ xamgiïn ix ünäniï xuw´ büxiï
MLünälältüüd bolno:

b̂ML =
∑

xtyt

x2
t

; âML = Y − b̂MLX; σ̂2
ML =

1
n

∑
e2
t . (2.34)

a, b parametrüüdiïn xamgiïn ix ünäniï xuw´ büxiï ünälältüüd XBKA–aar olson
ünälältüüdtäï dawcana: âML = âOLS, b̂ML = b̂OLS. Xarin σ2–yn xamgiïn ix
ünäniï xuw´ büxiï ünälält n´ σ̂2

OLS =
∑

e2
t /(n − 2)–toï dawxcaxgüï baïna. Uqir

n´, σ̂2
ML–xazaïlttaï. Iïnxüü σ̂2

ML =
n− 2

n
· σ̂2

OLS n´ xazaïlttaï bolowq zoximjtoï
ünälält bolno.
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Ji²ää. Örxiïn orlogo. OXU–yn Statistikiïn Ulsyn Xoroo, Sociolo-
giïn xüräälän, Xünsniï xüräälängüüd ANU–yn Xoïd Karoliny Ix Surguul´taï
xamtran 1995 ony namar OXU–yn 3594 örxöd sudalgaa xiïjää. Änä ür düng
a²iglan örxiïn orlogo, zardlyn xamaarlyg togtoox zorilgoor daraax regressiïn
täg²itgäliïg gargan awqää.

Inc–örxiïn bodit orlogo, Expend–örxiïn bodit zardal.

Expend = 4663.3
(233.6)

+ 0.686
(0.0223)

Inc , R2 = 0.21, s = 11307.

Xaaltand regressiïn koäfficientuudyn standart aldaag tämdägläw. Koäfficien-
tuudyn t-statistikiïn (t-²injüüriïn) utga xargalzan 19.36 ba 30.81. Ööröör
xälbäl, koäfficientuud tägääs mädägdäxüïc ¶lgagdaj buï uqir nölöötäï. Gäwq
determinaciïn koäfficient R2–yn utga baga baïna. Änä n´, örxiïn gi²üüdiïn
büräldäxüün, or²in suugaa gazar, zardlyn bütäc öör öör baïgaagaar, ööröör xäl-
bäl ögögdlüüd nägän törliïn bi² baïsnaar taïlbarlagdana. Xarin ilüü nägän
törliïn tüüwriïn xuw´d determinaciïn koäfficient ixsäj bolox µm. Tuxaïl-
bal, zöwxön 1 am bültäï 509 örxiïn xuw´d regressiïn täg²itgäl:

Expend = 3229.2
(182.0)

+ 0.355
(0.0162)

Inc , R2 = 0.39, s = 4567.

t-statistikiïn utguud 17.74 ba 20.70 garsan tul ömnöxiïn adilaar koäfficien-
tuud nölöötäï. Xarin R2 koäfficient 0.21–ääs 0.39 xürtäl ösöj, aldaany stan-
dart xazaïlt 11307–oos 4567 xürtäl buursan tul bidniï xüssän ësoor regressiïn
taïlbarlax qadwar össön. Üüniïg, 1 am bültäï örxiïn xuw´d xüüxäd, xög²id gäx
mät öör gi²üünd zardal gardaggüï uqraas orlogynxoo bagaxan xäsgiïg xünsniï
xärägcäänd zarcuuldgaar taïlbarlaj bolno.
∂Expend/∂Inc n´ xäräglääniï xälbiïltiïg todorxoïlox bögööd 1 am bültäï örxiïn
xuw´d 0.355, niït tüüwriïn xuw´d 0.686 garsan.

Nf–äär örxiïn am büliïn toog tämdägläe. n = 3594 üed örxiïn 1 gi²üüniï
dundaj orlogoos örxiïn 1 gi²üüniï dundaj zardal xamaarax regressiïg ünäl´e:

Expend/Nf = 2387.2
(76.8)

+ 0.447
(0.0133)

Inc /Nf, R2 = 0.24, s = 4202.

Äxniï regressiïg bodwol R2–yn utga ösöj, xarin aldaany dispers bagassan ür
dün garq baïna.

2.8 Batatgax dasgal, bodlogo
Bodlogo 2.1. (X, Y ) xämjigdäxüüniï 16 xos utgaar daraax ür düng gargan awqää.∑

Y 2 = 526,
∑

X2 = 657,
∑

XY = 492,
∑

Y = 64,
∑

X = 96.
Yt = α + βXt + ε regressiïg ünälj, H0 : β = 1.0 taamaglalyg ²alga.
Bodolt. 1) Regressiïn parametriïn ünälältüüd (2.4), (2.5) tom³ëo ësoor

β̂ =
n

∑
XtYt − (

∑
Xt)(

∑
Yt)

n
∑

X2
t − (

∑
Xt)2

=
16 · 492− 96 · 64
16 · 657− 962

=
4
3

= 1.33,
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α̂ =
1
n

∑
Yt − 1

n

∑
Xt · β̂ = Y −X · β̂ =

64
16
− 96

16
· 4
3

= −4.

Üldägdlüüdiïn kwadratyn niïlbäriïg bodwol:
∑

e2
t =

∑
(Yt − (α̂ + β̂Xt))2 =

∑[
Y 2

t − 2Yt(α̂ + β̂Xt) + (α̂ + β̂Xt)2
]

=
∑

Y 2
t − 2α̂

∑
Yt − 2β̂

∑
YtXt + nα̂2 + 2α̂β̂

∑
Xt + β̂2

∑
X2

t = 126.

Aldaany dispersiïn ünälält (2.13) tom³ëo ësoor:

σ̂2 = s2 =
1

n− 2

∑
e2
t =

126
14

= 9.

2) β̂–iïn dispersiïn ünälält

s2
bβ =

s2

∑
x2

t

=
s2

∑
(Xt −X)2

=
9

657− 962/16
=

1
9

tul

H0 taamaglalyg ²algaxyn tuld (2.17) statistikiïg a²iglana.

t =
β̂ − β0

sbβ
=

4/3− 1
1/3

= 1.

t-statistikiïn 95%–iïn kritik utga n´ 2.145 uqraas (|t| = 1 < tk = 2.145) H0 :
β = 1.0 taamaglal 5%–iïn itgäx tüw²niï xuw´d n¶caagdaxgüï.
Bodlogo 2.2. β̂ n´ Y –iïn X däärx regressiïn ²uluuny öncgiïn koäfficient,
γ̂ n´ X–iïn Y däärx regressiïn öncgiïn koäfficient bol R2 = 1 baïx zaïl²güï
bögööd xürälcäätäï nöxcöl n´ β̂ = 1/γ̂ boloxyg üzüül.
Bodolt. Xazaïltaar ilärxiïlsän täg²itgäl (2.7)–g a²iglawal x¶lbar bolno:

β̂ =
∑

xtyt∑
x2

t

, γ̂ =
∑

xtyt∑
y2

t

⇒ β̂γ̂ =
(
∑

xtyt)2∑
x2

t

∑
y2

t

.

ŷt = Ŷt − Y = α̂ + β̂Xt − α̂− β̂X = β̂xt tul (2.25) ësoor:

R2 =
ŷ′∗ŷ∗
y′∗y∗

=
β̂2

∑
x2

t∑
y2

t

=
(∑

xtyt∑
x2

t

)2 ∑
x2

t∑
y2

t

=
(
∑

xtyt)2∑
x2

t

∑
y2

t

.

Ändääs R2 = β̂γ̂. Iïmd, R2 = 1 nöxcöl n´ β̂ = 1/γ̂ nöxcöltäï äkwiwalent µm.
Änäxüü ür dün n´ geometr utgaaraa, xargalzax regressiïn ²uluuny öncgiïn koäf-
ficientuudyn ürjwär zöwxön, y wektor n´ nägj ba x wektoroor baïguulsan xawt-
gaï däär or²ix üed 1–täï täncüü baïxyg ilärxiïlnä. Ööröör xälbäl, ajiglaltyn
(tur²iltyn) büx cägüüd regressiïn ²uluun däär or²ino gäsän üg.
Bodlogo 2.3. Yt = α + βXt + εt regressiïn xamaaran xuw´sagq n´ 2 nämägdäxüünd
zadarsan baïg: Yt = Y1t + Y2t. Nämägdäxüün büriïn xuw´d daraax 2 regressiïg awq
üz´e: Y1t = α1 + β1Xt + ε1t, Y2t = α2 + β2Xt + ε2t. Ädgäär 3 regressiïn XBK-
ünälältiïn xuw´d daraax xar´caa bieläxiïg üzüül: α̂ = α̂1 + α̂2, β̂ = β̂1 + β̂2.
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Bodolt. �ugaman regressiïn koäfficientuudyg olox tom³ëond Yt–iïn zadar-
gaag orluulbal:

β̂ =
n

∑
Xt(Y1t + Y2t)− (

∑
Xt) (

∑
(Y1t + Y2t))

n
∑

X2
t − (

∑
Xt)2

=
n

∑
XtY1t − (

∑
Xt) (

∑
Y1t)

n
∑

X2
t − (

∑
Xt)2

+
n

∑
XtY2t − (

∑
Xt) (

∑
Y2t)

n
∑

X2
t − (

∑
Xt)2

= β̂1 + β̂2.

α̂ =
1
n

∑
(Y1t + Y2t)− 1

n

∑
Xt(β̂1 + β̂2)

=
1
n

∑
Y1t − 1

n

∑
Xtβ̂1 +

1
n

∑
Y2t − 1

n

∑
Xtβ̂2 = α̂1 + α̂2.

Bodlogo 2.4. Tüüwriïn

X 5 11 15 17 20 22 25 27 30 35
Y 70 65 55 60 50 35 40 30 25 32

ögögdlöör daraax xämjigdäxüünüüdiïg ol.
a) Yt–iïn Xt däärx, sul gi²üün büxiï regressiïn determinaciïn koäfficient;
b) Yt–iïn Xt däärx sul gi²üüngüï regressiïn determinaciïn koäfficient;
w) yt–iïn xt däärx, sul gi²üün büxiï regressiïn determinaciïn koäfficient,

Üünd yt, xt n´ Yt ba Xt–iïn dundjaasaa xazaïx xazaïltuud;
g) yt–iïn xt däärx, sul gi²üüngüï regressiïn determinaciïn koäfficient.

Bodolt. a) Yt–iïn Xt däärx, sul gi²üün büxiï regressiïn täg²itgäl Yy = α +
βXt + εt xälbärtäï. (2.4), (2.5) tom³ëo ësoor β̂, α̂ ünälältüüdiïg olbol:

b̂ =
n

∑
XtYt − (

∑
Xt)(

∑
Yt)

n
∑

X2
t − (

∑
Xt)2

=
10 · 8360− 207 · 462

10 · 5023− 2072
≈ −1.63,

â = Y −X · b̂ = 46.2− 20.7 · (−1.63) = 79.95.

Iïmd, Ŷt = 79.95− 1.63Xt. Determinaciïn koäfficientiïg bodwol

R2 =
RSS
TSS

=
∑

(Ŷt − Y )2∑
(Yt − Y )2

=
1962.0
2279.6

= 0.8607.

b) Yt–iïn Xt däärx, sul gi²üüngüï regressiïn täg²itgäl Yy = βXt + εt xäl-
bärtäï bögööd β̂ ünälält daraax tom³ëogoor oldono.

β̂ =
∑

YtXt∑
X2

t

=
8360
5023

= 1.66.

Sul gi²üüngüï regressiïn xuw´d TSS = ESS+RSS täncätgäl bielägdäxgüï uqraas
determinaciïn koäfficientiïg zöwöör todorxoïlox bolomjgüï. Tuxaïlbal, manaï
toxioldold R2–yg daraax 2 argaar olox bolomjtoï.

R2
(1) =

RSS
TSS

=
3424.7
2279.6

= 1.50,

R2
(2) = 1− ESS

TSS
= 1− 9710.1

2279.6
= −3.26.
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Änä toxioldold R2–yn utga (0; 1) interwald xar´¶alagdax albagüï baïna!
w), g) yt–iïn xt däärx regressiïn täg²itgäl a) xäsägt awq üzsäntäï adil. Uqir

n´, ädgäär 3 toxioldold cägüüdiïn xarilcan baïr²il bolon regressiïn ²uluu-
nuud dawxcana. Iïnxüü R2 = 0.8607. w) toxioldold regressiïn ²uluun koordi-
natyn äxiïg daïrax uqraas w), g) toxioldluud dawxcana.
Bodlogo 2.5. Togtmol regressiïn daraax zagwaryg awq üz´e:

Yt = α + εt, t = 1, 2, . . . , n.

a) α, σ2–parametrüüdiïn XBK-ünälältiïg ol.
b) α̂ ünälältiïn dispersiïg ol.
w) α̂− α

sbα
statistik t(n− 1) tarxalttaï boloxyg üzüül.

g) determinaciïn koäfficient R2 xädtäï täncüü wä?
Bodolt. a) Bodlogo, üldägdlüüdiïn kwadratyn niïlbäriïn minimumyg olox
asuudald ²iljinä:

F (α) =
∑

(Yt − α)2 −→ min .

Äkstremumyn zaïl²güï nöxcöl ësoor

∂

∂α

∑
(Yt − α)2 = 0 buµu

∑
(Yt − α) = 0.

Änä täg²itgäliïg bodoj, α–iïn XBK-ünälältiïg olbol:

α̂ =
1
n

∑
Yt = Y .

σ2–yn ünälältiïg oloxyn tuld üldägdlüüdiïn kwadratyn niïlbäriïg awq üz´e:

E
(∑

(Yt − Y )2
)

= E
(∑

(εt − ε)2
)

= E
(∑

(ε2
t + ε2 − 2εtε)

)

= E
(∑

ε2
t + nε2 − 2

∑
εtε

)
= E

(∑
ε2
t + nε2 − 2nε2

)

= E
(∑

ε2
t − nε2

)
= nσ2 − n

σ2

n
= (n− 1)σ2.

Ändääs,

σ̂2 = s2 =
1

n− 1

∑
e2
t =

1
n− 1

∑
(Yt − Y )2 n´ σ2–yn xazaïltgüï

ünälält bolox n´ xaragdana.
b) V(α̂) = V

(
1
n

∑
Yt

)
=

1
n2

nV(Yt) =
1
n

σ2.

w) Aldaa xäwiïn tarxalttaï baïx tuxaï (εt ∼ N(0, σ2)) nämält nöxcöl bielägdäj
baïg. Tägwäl α̂ ünälält mön xäwiïn tarxalttaï baïna: α̂ ∼ N(0, σ2/n). (2.17)
tom³ëony gargalgaany adilaar

(Y − α)
√

n√
1

n−1

∑
(Yt − Y )2

∼ t(n− 1).
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V(α̂) = s2
bα = s2/n uqir

(Y − α)
√

n√
1

n−1

∑
(Yt − Y )2

=
(Y − α)
s/
√

n
=

α̂− α

s2
bα

∼ t(n− 1).

g) Determinaciïn koäfficientiïg (2.21) tom³ëogoor bodwol

R2 = 1− ESS
TSS

= 1−
∑

(Yt − α̂)2∑
(Yt − Y )2

= 1−
∑

(Yt − Y )2∑
(Yt − Y )2

= 1− 1 = 0.

Bodlogo 2.6. Sul gi²üüngüï regressiïn zagwaryg awq üz´e

Yt = βXt + εt, t = 1, 2, . . . , n.

a) β, σ2–parametrüüdiïn XBK-ünälältiïg ol.
b) β̂ ünälältiïn dispersiïg ol.

w) β̂ − β

sbβ
statistik t(n− 1) tarxalttaï boloxyg üzüül.

g) R2 = RSS/TSS tom³ëogoor olson R2–yn utga 1–ääs ix, R2 = 1− (ESS/TSS)
tom³ëogoor olson R2–yn utga 0–ääs baga baïx ji²ää garga.
Bodolt. a) Bodlogo, daraax funkciïn minimumyg olox asuudald ²iljinä:

F (β) =
∑

(Yt − βXt)2.

Äkstremumyn zaïl²güï nöxcöl ësoor

∂

∂β

∑
(Yt − βXt)2 = 0 buµu

∑
(Yt − βXt)Xt = 0.

Änä täg²itgäliïg bodoj, β–iïn XBK-ünälältiïg olbol:

β̂ =
∑

XtYt∑
X2

t

.

Regressiïn üldägdliïg ol³ë:

et = Yt − β̂Xt = Yt −Xt

∑
XsYs∑
X2

s

.

Wektor xälbärt biqwäl

e =
(

y − xx′

x′x

)2

= I −
(

xx′

x′x

)
y = Ay.

A n´ idempotent matric boloxyg ²algaj bolno:

A2 =
(

I − xx′

x′x

)2

= I − 2
xx′

x′x
+

xx′xx′

(x′x)2
= I − xx′

x′x
= A.
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Ax =
(

I − xx′

x′x

)
x = x− xx′x

x′x
= x− x = 0 uqir A′ = A.

Iïmd, e = Ay = A(βx + ε) = βAx + Aε = Aε .
Regressiïn üldägdlüüdiïn kwadratyn niïlbäriïn mat. dundjiïg bod³ë.

E
(∑

e2
t

)
= E(e′e) = E(tr(e′e)) = E(tr(ee′)) = E(tr((Aε)(Aε)′))

= E(tr(Aεε′A′)) = tr(AE(εε′)A′) = tr(AV(ε)A′)

= σ2tr(AA′) = σ2tr(A2) = σ2tr(A)

= σ2tr
(

In − xx′

x′x

)
= σ2

(
trIn − 1

x′x
tr(xx′)

)

= σ2

(
n− 1

x′x
tr(xx′)

)
= σ2(n− 1).

Ändääs σ̂2 = s2 =
1

n− 1

∑
e2
t n´ xazaïltgüï ünälält bolox n´ xaragdaj baïna.

b) β̂ ünälältiïn dispersiïg bod³ë.

V(β̂) = V
(

x′y′

x′x

)
=

1
(x′x)2

V(x′y) =
1

(x′x)2
x′V(y)x

= σ2 x′x
(x′x)2

=
σ2

x′x
=

σ2

∑
X2

t

.

w) Aldaag xäwiïn tarxalttaï gäe: ε ∼ N(0, σ2In). A matric idempotent
boloxyg toocwol:

1
σ2

∑
e2
t =

1
σ2

e′e =
1
σ2

e′Ae =
(ε

σ

)′
A

(ε

σ

)
∼ χ2(rank(A)).

a) xäsägt rank(A) = tr(A) = n− 1 gäj batalsan tul

(n− 1)
s2

σ2
=

1
σ2

∑
e2
t ∼ χ2(n− 1).

β̂ ünälält xäwiïn tarxalttaï:

β̂ ∼ N

(
β,

σ2

∑
X2

t

)
äswäl β̂ − β ∼ N

(
0,

σ2

∑
X2

t

)
.

Iïmd bidniï sonirxson statistik daraax xälbärtäï bolno:

β̂ − β

sbβ
=

β̂ − β

s/
√∑

X2
t

=
(β̂ − β)/(σ/

√∑
X2

t )
s/σ

∼ N(0, 1)√
1

n−1χ2(n− 1)
.

Änä statistik (n−1) qölööniï zäräg büxiï St´µdentiïn tarxalttaï (t(n−1))
boloxyg batlaxyn tuld xürtwär xuwaar´ xoëryg xamaaralgüï gäj batlax üldlää.
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Xuwaar´ n´ et üldägdlääs xamaarsan funkc tul β̂ ünälält, et wektoryg xamaaral-
güï gäj batlaxad xangalttaï. Üldägdlüüdiïn wektor xäwiïn tarxalttaï uqir β̂
ba et–g korrel¶c xamaaralgüï gäj batal³¶.

β̂ − β =
x′(βx + ε)

x′x′
= β +

x′ε
x′x

− β =
x′ε
x′x

,

Cov(β̂ − β, e) = Cov
(

x′ε
x′x

, Aε

)
= E

(
x′ε
x′x

ε′A
)

=
1

x′x
x′V(ε)

(
I − xx

x′x

)

=
σ2

x′x

(
x′ − x′x′x

x′x

)
=

σ2

x′x
(x′ − x′) = 0.

g) Daraax ögögdlüüdiïg awq üz´e: n = 2, (X1, Y1) = (0, 2), (X2, Y2) = (1, 1). sul
gi²üüngüï regressiïn täg²itgäl Ŷ = X xälbärtäï tul β̂ = 1 bolno. Ööröör xäl-
bäl, regressiïn ²uluun 2–r cäg ba koordinatyn äxiïg daïrna. TSS = 0.5, ESS =
22 + 0 = 4, RSS = (0− 1.5)2 + (1− 1.5)2 = 2.5 tul

RSS
TSS

= 5,
ESS
TSS

= 1− 8 = −7.

Bodlogo 2.7. Qeburek zardag (dotroo max, nogoo büxiï xuu²uurtaï töstäï xool)
²inäär baïguulagdsan xoolny gazryn menejer bütäägdäxüüniïxää zarax ünänd
itgältäï bi² baïsan uqraas qeburekiïn ünä bolon zaragdsan toond 12 doloo
xonogiïn tur² ajiglalt xiïjää.

Ajigljltyn ögögdlüüdiïg daraax xüsnägtänd ögöw. Üünd, t –doloo xonogiïn
dugaar, qt –zaragdsan qeburekiïn too, pt –näg qeburekiïn ünä (rub)

t pt qt t pt qt

1 12.3 795 7 12.8 714
2 11.5 915 8 9.9 1180
3 11.0 965 9 12.2 851
4 12.0 892 10 12.5 779
5 13.5 585 11 13.0 625
6 12.5 644 12 10.5 1001

a) ln qt = α + β ln pt + εt, t = 1, 2, ..., 12 zagwaryn parametrüüdiïg ünäl.
b) Olson ünälältüüdiïn tuslamjtaïgaar, xamgiïn ix orlogo olox qeburekiïn

üniïn onowqtoï utgyg ol.
Bodolt. a) Zagwaryn parametrüüdiïn ünälältiïg oloxdoo äkonometrikiïn bagc
programm (E-views) a²iglawal daraax ür dün ögnö.

Xamaaran xuw´sagq: ln(q)
Xuw´sagq Koäfficient St.aldaa t-statistik Magadlal
const 12.027 0.6322 19.0236 0.0000
ln(p) −2.149 0.2549 −8.4315 0.0000
R2 0.87668
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b) Borluulaltyn orlogo F (p) n´ zaragdsan qeburekiïn toog ünäär ürjüülsän-
täï täncüü:

F (p) = pe12.03−2.149 ln p = e12.03p−1.149.

Funkciïn xälbärääs üzwäl, p–g ösöxöd F (p) funkc monoton buurax n´ xaragdaj
baïna. Iïmd ünä xiqnään baga baïx tutam orlogo töqnöön ix baïx n´. Gäwq üniïn
ajiglalt [9.9, 13.5] interwald ¶wagdsan uqraas änä interwalaas garsan p–iïn
xuw´d bidniï gargalgaa boditoï bi².

Nägänt tawigdsan asuultand xariulax oroldlogo xiïxiïn tuld daraax ²uga-
man zagwar awq üz´e:

qt = α + βpt + εt, t = 1, 2, ..., 12.

Äkonometrikiïn bagc a²iglan parametrüüdiïn ünälältiïg ol³ë.

Xamaaran xuw´sagq: q

Xuw´sagq Koäfficient St.aldaa t-statistik Magadlal
const 2717.70 174.92 15.537 0.0000

p −157.734 14.555 −10.837 0.0000
R2 0.9215

Änä zagwaraar olson borluulaltyn orlogyg toocwol:

F (p) = p(2717.70− 157.734p) = 2717.70p− 157.734p2.

Üniïn onowqtoï utgyg F ′(p) = 0 nöxclöös olbol

popt =
2717.70

2 · 157.734
= 8.6.

Ändääs üzwäl, äxniï zagwaryn adilaar, ünää buuruulax talaar bodoj üzäx n´
züïtäï gäsän zöwlömj urgan garq baïna.

Bodlogo 2.8. Calingiïn ösöltiïn xurd ba ajilgüïdliïn tüw²niï xolboog dürsläx
Filipsiïn muruï daraax täg²itgäläär ilärxiïlägdänä.

δωt = β1 + β2
1
ut

+ εt,

Üünd, ωt−calingiïn tüw²in, δωt = 100(ωt − ωt−1)/ωt−1−calingiïn ösöltiïn
xurd (xuwiar), ut − t däx ony ajilgüïdliïn xuw´. Onolyn xuw´d β1 < 0, β2 > 0
gäj üznä. Doorxi tablicyn ögögdliïg a²iglan daraax asuultand xariul:

a) Zagwaryn koäfficientuudyn ünälältiïg olj, nölöötäï äsäxiïg togtoo.
b) Ajilgüïdliïn xäwiïn tüw²niïg ol. Ööröör xälbäl, δω = 0 baïx ajil-

güïdliïn tüw²niïg ol.
w) Calingiïn öörqlöltiïn xurdand ajilgüïdliïn tüw²in xäzää xamgiïn ixäär

(xamgiïn bagaar) nölöölöx wä?
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g) β1, β2 parametrüüdiïn 95%–iïn itgäx zawsryg baïguul.

t-(on) ωt ut t-(on) ωt ut

1 1.62 1.0 10 2.66 1.8
2 1.65 1.4 11 2.73 1.9
3 1.79 1.1 12 2.80 1.5
4 1.94 1.5 13 2.92 1.4
5 2.03 1.5 14 3.02 1.8
6 2.12 1.2 15 3.13 1.1
7 2.26 1.0 16 3.28 1.5
8 2.44 1.1 17 3.43 1.3
9 2.57 1.3 18 3.58 1.4

Bodolt. a) Äkonometrikiïn bagc, regressiïn parametrüüdiïn ünälältiïn tuxaï
daraax ür düng ögnö:

Xamaaran xuw´sagq: δω

Xuw´sagq Koäfficient St.aldaa t-statistik Magadlal
const -1.034 2.3716 -0.4362 0.6689
1/u 7.896 3.1626 2.4966 0.0247
R2 0.29355

1/u xuw´sagqiïn ömnöx koäfficient statistik nölöötäï, xarin sul gi²üün
0–ääs mädägdäxüïc ¶lgagdaxgüï baïna! Gäsän xädiï q, ajilgüïdliïn tüw²in u–g
ösöxöd calingiïn ösöltiïn xurd buurq baïgaag täg²itgäl xaruulj baïna. Tüün-
qlän, xoër koäfficientiïn tämdäg n´ onolyn barimtlaltaï taarq baïna.

b) Ajilgüïdliïn xäwiïn tüw²niïg oloxyn tuld δω = −1.034 + 7.896
1
u

= 0

täg²itgäliïg bodoj ²iïdiïg olbol: u0 = 7.896/1.034 = 7.63.

w) Olson täg²itgälääs ∂δω

∂u
= −7.896

1
u2

. Iïmd, zöwxön ajilgüïdliïn tüw²in
xamgiïn baga (xamgiïn ix) baïxad l tüüniï öörqlölt n´ calingiïn öörqlöltiïn
xurdand xamgiïn ixäär (xamgiïn bagaar) nölöölnö. Ööröör xälbäl, 1–r µm uu
7–r, äswäl 11–r jilüüdäd xargalzan xamgiïn ixäär nölöölnö gäsän üg.

g) Ömnö gargan awsan ür düngüüdiïg a²iglan itgäx zawsruudyg baïguul³¶:

β1 = −1.034± t0.95(16) · 2.372 = −1.034± 2.12 · 2.372 = −1.03± 5.03,

β2 = 7.896± t0.95(16) · 3.163 = 7.896± 2.12 · 3.163 = 7.90± 6.70.

Bodlogo 2.9. Daraax täg²itgälüüdiïg parametrüüdiïn xuw´d ²ugaman xälbärt
xuwirgaj bolox uu?

a) Yi = α · exp (βXi) · εi b) Yi = α · exp (−βXi) + εi

w) Yi = exp (α + βXi + εi) g) Yi = α/(β −Xi) + εi.

Bodlogo 2.10. Yi = α+βXi+εi zagwaryn parametrüüdiïg XBK–yn argaar ünäläw.
Xäräw yi = Yi − Y , xi = Xi −X, ŷi = Ŷi − Y , ei−regressiïn üldägdäl bol daraax
ilärxiïllüüd täncüü boloxyg batal.
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a) (
∑

xiyi)2/(
∑

x2
i

∑
y2

i ), b) β̂(
∑

xiyi)/(
∑

y2
i ),

w) (
∑

ŷiyi)2/(
∑

ŷ2
i

∑
y2

i ), g) 1−∑
e2
i /

∑
y2

i .

Bodlogo 2.11. Xos regressiïn Yt = β1 + β2Xt + εt, t = 1, 2, ..., n, εt ∼ N(0, σ2)
songodog zagwaryn xuw´d aldaany dispers σ2–yn xamgiïn ünäniï xuw´ büxiï bolon
XBK-ünälältüüd n´ σ̂2

ML =
∑

e2
t /n, σ̂2

OLS =
∑

e2
t /(n− 2) bolog.

a) Ünälält tus büriïn dispers bolon dundaj kwadrat xazaïltyg (MSE(θ̂) =
E((θ̂ − θ)2)) ol.

b) Änä xoër ünälältiïn al´ n´ xamgiïn baga dispers, xamgiïn baga dundaj
kwadrat xazaïlttaï baïx wä?



Büläg 3

Olon xämjääst regressiïn
zagwar

Xos regressiïn zagwaryn örgötgöl bolox olon xämjääst regressiïn zagwar (mul-
tiple regression model) n´:

yt = β1 + β2xt2 + ... + βkxtk + εt, t = 1, ..., n

äswäl
yt = β1xt1 + β2xt2 + ... + βkxtk + εt, t = 1, ..., n (3.1)

xälbärtäï baïna. Üünd xtp n´ xp regressoryn t–r ajiglaltyn utga,
xt1 = 1, t = 1, ..., n.

3.1 Zagwaryn ur´dqilsan nöxcölüüd
1. yt = β1xt1 + β2xt2 + ... + βkxtk + εt, t = 1, ..., n –zagwaryn onclog.

2. xt1, xt2, ..., xkt –sanamsargüï bi² xämjigdäxüün, üünd xs = (x1s, ..., xts)′,
s = 1, ..., k wektoruud Rn ogtorguïd ²ugaman xamaaralgüï.

3. Eεt = 0, E(ε2
t ) = V(εt) = σ2 – t–ääs ül xamaarna.

4. t 6= s üed E(εt, εs) = 0 –öör öör ajiglaltyn aldaa xoorondoo statistik
xamaaralgüï (korrel¶cgüï).
Daraax nämält nöxcöliïg baïnga awq üznä.

5. εt, t = 1, ..., n aldaanuud xamtyn normal tarxalttaï: εt ∼ N(0, σ2).

Ädgäär taamaglaluud bieläx (3.1) zagwaryg normal ²ugaman regressiïn zagwar
(classical normal linear regression model) gänä.

Olon xämjääst regressiïn ur´dqilsan nöxcölüüdiïg matrican xälbärt biqix
n´ toxiromjtoï bögööd caa²id änä xälbäräär a²iglana. Iïmd daraax tämdäglägääg
oruul³¶.

y = (y1, ..., yn)′ –n × 1 xämjääst wektor, β = (β1, ..., βk)′ –koäfficientuudyn
(k × 1) xämjääst wektor, ε = (ε1, ..., εn)′ –aldaany n× 1 xämjääst wektor,
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X =




x11 · · · x1k
...

...
xn1 · · · xnk


 –taïlbarlagq xuw´sagqdyn (n× k) xämjääst matric. X

matricyn baganuud n´ xs = (x1s, ..., xts)′, s = 1, ..., k regressoruudyn n×1 xämjääst
wektor µm. 1–5 nöxcliïg matrican xälbärt biqwäl:

1. y = Xβ + ε;

2. X –maksimal rang n´ k baïx sanamsargüï bi² matric;

3. E(ε) = 0;

4. V(ε) = E(εε′) = σ2In;

5. Nämält nöxcöl: ε ∼ N(0, σ2In), ö.x ε n´ täg dundajtaï, σ2In kowariaciïn
matric büxiï normal tarxalttaï sanamsargüï xämjigdäxüün.

3.2 Xamgiïn baga kwadratyn arga,
Gauss-Markowyn teorem

e = y− ŷ = y−Xβ̂ –üldägdäl wektoruudyn kwadratyn niïlbäriïg minimalqlagq
β̂ wektoryn ünälältiïg olox n´ xamgiïn baga kwadratyn argyn zorilgo bilää:

ESS = e′e =
∑

e2
t → min . (3.2)

e′e ürjwäriïg X ba β̂–aar ilärxiïlbäl:

e′e = (y −Xβ̂)′(y −Xβ̂) = y′y − 2β̂
′
X ′y + β̂

′
X ′Xβ̂.

Minimumyn zaïl²güï nöxcöl ësoor β̂–aar ulamjlal awq tägtäï täncüül³e:

∂e′e
∂β̂

= −2X ′y + 2X ′Xβ̂ = 0. (3.3)

Ur´dqilsan nöxcliïn 2 ësoor X ′X matric urwuutaï. Iïmd

β̂OLS = (X ′X)−1X ′y. (3.4)

(3.3) nöxcöl n´ üldägdlüüdiïn wektor e büx ül xamaaran xuw´sagq x1, ..., xk–d (X
matricyn baganuudad) ortogonal boloxyg ilärxiïnä. x′1e = ... = x′ke = 0 nöxcöl
X ′e = 0 nöxcöltäï äkwiwalent. Caa²id üldägdlüüdiïn kwadratyn niïlbäriïg
daraax xälbärtäï awq üznä:

e′e = y′y − β̂
′
X ′y. (3.5)

Geometr taïlbar. y, x1, ...,xk–g n xämjääst ewklid ogtorguï Rn–iïn älement
mätäär üz´e. x1, ...,xk wektoruud k xämjääst däd ogtorguï π–g törüülnä. ŷ = Xβ̂
n´ y wektoryn giper xawtgaï π däärx ortogonal proekc bolno.

Üldägdlüüdiïn wektor e = y − ŷ n´ däd ogtorguï π d ortogonal.Änä üldägdäl
wektoryn urt xamgiïn baga baïxaar β̂–g olson n´ (3.4) bilää.
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Teorem 3.2.1 (Gauss-Markow). Xäräw

1. y = Xβ + ε,

2. X –maksimal rang n´ k baïx (n× k) xämjääst sanamsargüï bi² matric,

3. E(ε) = 0, V(ε) = E(εε′) = σ2In

bol xamgiïn baga kwadratyn argaar olson β̂OLS = (X ′X)−1X ′y ünälält n´ xazaïl-
tgüï ²ugaman ünälältüüdiïn angid xamgiïn baga disperstäï baïna (Best Linear
Unbiased Estimator, BLUE).

Sanamj 3.2.1. Teoremiïn nöxcliïg xangasan ünälältiïn dispers

V(β̂OLS) = σ2(X ′X)−1

xälbärtäï baïna.

3.3 XBK-ünälältiïn statistik qanaruud
3.3.1 Aldaany dispers σ2–iïn ünälält. s2–iïn tarxalt
Caa²id baïnga a²iglax zarim tämdäglägää oruul³¶. Prognozyn utguudyn wektor:

ŷ = Xβ̂ = X(X ′X)−1X ′y = Ny, N = X(X ′X)−1X ′. (3.6)

Regressiïn üldägdlüüdiïn wektor:

e = y − ŷ = y −Xβ̂ = y −X(X ′X)−1X ′y

= [I −X(X ′X)−1X ′]y = (I −N)y = My. (3.7)

Üünd,
M = I −N = I −X(X ′X)−1X ′.

Däär tämdägläsän M , N matricuud n´ daraax qanaruudyg xangax bögööd ädgäär
qanaryg xangax matricyg idempotent matric gänä:

N2 = N , N ′ = N . (3.8)

M2 = M , M ′ = M . (3.9)

�ugaman regressiïn geometr taïlbar ësoor N n´ Xi wektoruudaar törögdsön däd
ogtorguï π däär ortogonal proekclogq operatoryn matric bolno. Xarin M n´
π däd ogtorguïn Rn dax´ ortogonal güïcäält bolox π⊥ xawtgaï däär ortogonal
proekclogq operatoryn matric µm. Iïm uqraas

NX = X, MX = 0. (3.10)

Üldägdlüüdiïn wektor e–iïn mat.dundaj ba kowariaciïn matricyg ol³ë.

E(e) = E(My) = ME(y) = MXβ

= (I −X(X ′X)−1X ′)Xβ = Xβ −Xβ = 0. (3.11)
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V(e) = V(My) = MV(y)M ′ = Mσ2IM ′ = σ2M . (3.12)

Aldaany dispers σ2–yn ünälältiïg oloxdoo üldägdlüüdiïn kwadratyn niïlbär∑
e2

t = e′e–iïg a²iglana.

E(e′e) = tr(V(e)) = σ2tr(M) = σ2tr(In −N) = (n− k)σ2. (3.13)

(3.13) tom´ëog gargaxdaa (3.11), (3.12) ür dün bolon matricyn mör (trace) gäsän
oïlgoltyg a²iglasan bolno (kwadrat matricyn diagonaliïn älementüüdiïn kwad-
ratyn niïlbäriïg tüüniï mör (trace) gääd tr(A) = a11 + a22 + ... + ann =

∑
aii gäj

tämdäglänä). Tüünqlän

tr(N) = tr(X(X ′X)−1X ′) = tr(X ′X(X ′X)−1) = trIk = k. (3.14)

(Änd tr(AB) = tr(BA) qanaryg a²iglaw) (3.11)–ääs

s2 = σ̂2 =
e′e

n− k
=

∑
e2
t

n− k
. (3.15)

xämjigdäxüüniïg olbol änä n´ σ2–iïn xazaïltgüï ünälält bolno (Es2 = σ2). (3.10)
ësoor

e = My = M(Xβ + ε) = Mε. (3.16)

bögööd rank(M) = rank(I −N) = tr(I −N) = n− k. Uqir n´ idempotent matri-
cyn mör n´ rangtaïgaa täncüü. Xäräw “r = rank(S) bol χ2 = ε′Sε sanamsargüï
xämjigdäxüün χ2(r) tarxalttaï baïna” gäsän ür düng a²iglawal

e′e
σ2

=
ε′

σ
M

ε

σ
∼ χ2(n− k) äswäl (n− k)

s2

σ2
∼ χ2(n− k). (3.17)

3.3.2 β̂ ba s2 ünälältüüd xamaaralgüï bolox n´
Normal ²ugaman regressiïn zagwart β̂ ba s2 ünälältüüdiïg xamaaralgüï gäj
batalj boldog. Ünän xäräg däärää (3.4)–öös

β̂OLS = (X ′X)−1X ′(Xβ + ε) = β + (X ′X)−1X ′ε = β + Aε. (3.18)

(3.18) ba (3.16)–aas β̂ ba e n´ xamtyn normal tarxalttaï bolox n´ xaragdana.
Iïmd β̂ ba s2–yg korrel¶c xamaaralgüï gäj batlaxad xangalttaï.

AM = (X ′X)−1X ′(I −X(X ′X)−1X ′)

= (X ′X)−1X ′ − (X ′X)−1X ′X(X ′X)−1X ′ = 0.

Ee = 0 uqraas

Cov(β̂, e) = E((β̂ − β)e′ = E(Aεε′M) = σ2AM = 0.

s2–yn ünälält e–ääs xamaarsan funkc tul β̂ ba s2 mön xamaaralgüï.
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3.4 Xamaaran xuw´sagqiïn wariaciïn ²injilgää.
R2 ba R2

adj koäfficient

Näg xuw´sagqtaï regressiïn zagwaryn adilaar
∑

(yt − y)2 wariacyg regressiïn
täg²itgäläär taïlbarlagdax, ül taïlbarlagdax gäsän xoër nämägdäxüünd taw´j
bolno:

∑
(yt − y)2 =

∑
(yt − ŷt)2 +

∑
(ŷt − y)2 + 2

∑
(yt − ŷt)(ŷt − y). (3.19)

Üünd, yt ajiglaltyn utguud, yt ajiglaltyn utguudyn dundaj, ŷt xamgiïn baga
kwadratyn argaar olson prognozyn utga. Wektor xälbärt biqwäl:

(y − yı)′(y − yı) = (y − ŷ)′(y − ŷ) + (ŷ − yı)′(ŷ − yı)
+ 2(y − ŷ)′(ŷ − yı). (3.20)

Änd ı = (1, ..., 1)′.

(y − ŷ)′(ŷ − yı) = e′(Xβ̂ − yı) = e′Xβ̂ − ye′ı

uqraas 3–r nämägdäxüün tägtäï täncüü. Iïmd

||y − yı||2
TSS

= ||y − ŷ||2
ESS

+ ||ŷ − yı||2
RSS

. (3.21)

(3.21)-iïg y∗ = y − yı , ŷ∗ = ŷ − yı gäsän xazaïltaar biqwäl Pifagoryn teorem
ësoor

y′∗y∗ = e′e + ŷ′∗ŷ∗. (3.22)

Determinaciïn koäfficient R2–iïg bodwol:

R2 = 1− ESS
TSS

= 1− e′e
y′∗y∗

=
ŷ′∗ŷ∗
y′∗y∗

=
RSS
TSS

. (3.23)

R2 koäfficient zöwxön ı = (1, ..., 1)′ togtmol n´ x1, ...,xk wektoruudyn ²ugaman
xuqlagand xar´¶alagdaj baïx üed utga tögöldör baïx bögööd utga n´ [0; 1] zaw-
sart baïna. R2 n´, regressiïn zagwar ajiglaltyn utguudad xär zäräg döxöj buï
qanaryg ilärxiïlnä.

Xäräw R2 = 0 bol ŷt = y bolox ba regressiïn xawtgaï xäwtää xawtgaï bolno.
Änä toxioldold regressäär µug q taïlbarlax bolomjgüï.

Xarin R2 = 1 bol ŷt = yt buµu regressiïn utguud ajiglaltyn utguudtaï
¶g dawxcana. Ööröör xälbäl, büx ajiglaltyn utguud regressiïn xawtgaï däär
or²ino. Änä toxioldold regress bodit baïdlyg bürän taïlbarlana.

Xädiïgäär R2 koäfficient n´ bodit baïdlyg regressäär taïlbarlax xuwiïg
ilärxiïlj baïgaa q zöwxön R2 däär tulguurlan dügnält gargax n´ uqir dutag-
daltaï. Tuxaïlbal daraax xoër sanamjiïg anxaarax n´ züïtäï.

1. Näg regressor nämj oruulaxad R2 n´ erönxiïdöö ösöx xandlagataï.

2. Xamaaran xuw´sagqiïn x¶lbar xuwirgaltand q R2 öörqlögdönö. Iïmd nägän
ijil xamaaran xuw´sagqtaï regressüüdäd R2–yn utgand xar´cuulalt xiïx
n´ zöw.
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Xäräw regressoruudyn toog ajiglaltyn tootoï täncüü awbal ¶magt R2 = 1 gäsän
ür dünd xürq bolno. Änä n´ y ba regressoruudyn xoorond utga tögöldör (ädiïn
zasgiïn utga büxiï) xamaaral baïgaag ül ilärxiïlnä.

Regressoruudyn too ösöxöd R2 koäfficientiïn utga ösdög qanaryg zasax zo-
rilgoor R2–d zaswar xiïdäg. Ööröör xälbäl, determinaciïn zaswarlagdsan (ad-
justed) koäfficient gäj närlägdäx daraax koäfficientiïg awq üzdäg.

R2
adj = 1− e′e/(n− k)

y′∗y∗/(n− 1)
. (3.24)

R2
adj koäfficientiïn qanaruudyg durd´¶:

1. R2
adj = 1− (1−R2) (n−1)

n−k .

2. R2 ≥ R2
adj, k > 1.

3. R2
adj ≤ 1. (Radj < 0 baïj bolno)

Regressoruudyn too öörqlögdsön nöxcöld regressüüdiïg xar´cuulax zorilgoor
determinaciïn zaswarlagdsan koäfficient R2

adj–iïg xärägläx n´ ilüü toxiromj-
toï.

Ji²ää. Daraax xoër zagwaryg awq üz´e.
1. y = Xβ + ε.

2. z = y − x1 = Xγ + ε.

Xoër zagwaryn β ba γ parametrüüdiïn XBK-ünälältiïg baïguulna. 1–r zagwaryn
xuw´d determinaciïn kofficient R2 n´

R2
1 = 1− e′e∑

(yt − y)2
, e = My, M = I −X(X ′X)−1X ′. (3.25)

2–r zagwaryn determinaciïn kofficientiïg bod´ë. δ = (1, 0, ..., 0)′ –wektor bagana
a²iglawal Xδ = x1. Xoër zagwaryn xuw´d M matric n´ adil baïna. Uqir n´
nägän ijil büräldxüün büxiï regressoruudtaï. 2–r zagwaryn üldägdäl:

ẽ = Mz = M(y −Xδ) = My −MXδ = My = e.

Iïmd xoër zagwaryn üldägdlüüd dawxcaj baïna.

R2
2 = 1− e′e∑

(zt − z)2
. (3.26)

(3.25) , (3.26)–aas üzwäl R2
1, R

2
2 koäfficientuud zöwxön y′∗y∗ ba z′∗z∗ xuwaariu-

daaraa ¶lgagdaj baïna.

z′∗z∗ = (y∗ − x1∗)′(y∗ − x1∗) = y′∗y∗ − 2y′∗x1∗ + x′1∗x1∗. (3.27)

Änd y∗ = Ay, x∗ = AX, x1∗ = Ax1∗ bögööd A n´ (n × n) xämjääst matric
(A = I − ıı′/n). (3.27)–oos üzwäl determinaciïn koäfficientuud ül dawxcana.
Xoër regressiïn koäfficientuudyn ünälält daraax xar´caagaar xolbogdono:

γ̂ = (X ′X)−1X ′z = (X ′X)−1X ′(y −Xδ) = β̂ − δ.
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Xädiïgäär xoër täg²itgäld näg ijil geometr dürsläl bolon ädiïn zasgiïn utga
xargalzax bolowq R2 koäfficientuud ül dawxcaj baïna. Änä n´ xamaaral öör öör
koordinatad tom´ëologdsontoï xolbootoï.

3.4.1 Al´ n´ “saïn” bä? y üü? äswäl ŷ µu?
Xugacaany t ag²ind xamaaran xuw´sagqiïn utgyn orond yt–g äswäl ŷt prognozyg
a²iglaj bolno. Zagwaryn nöxcöl ësoor y wektoryn kowariaciïn matric V(y) =
σ2In bilää. Xarin prognozyn wektoryn kowariaciïn matric

V(ŷ) = V(Nε) = σ2NN ′ = σ2N .

Iïm uqraas
V(y)−V(ŷ) = σ2(I −N) = σ2M .

M matric idempotent uqraas zöwxön 0 äswäl 1 gäsän xuwiïn utguudtaï bögööd
sörög bi² todorxoïlogdson baïna:

V(y)−V(ŷ) = σ2M ≥ 0 äswäl V(y) ≥ V(ŷ). (3.28)

(3.28)–aas, ajiglaltyn bolon prognozyn dispersiïn xuw´d ijilxän täncäl bi²
bielnä.

V(yt) ≥ V(ŷt). (3.29)

Iïnxüü, xamaaran xuw´sagqiïn utgyn orond ajiglaltyn bodit utgyg bi² zag-
waraar olson prognozyn utgyg awax n´ ¶magt ilüü baïdag baïna. Änä üed ajiglal-
tyn yt utguud mädääjäär y = Xβ + ε xar´caag xangana gäj üznä.

3.5 Statistik taamaglal ²algax. Itgäx zawsar, itgäx
muj

H0 : βi = βi0 taamaglal ²algax. Bid daraax statistik ür düng batalsan:

1. Ünälältiïn wektor β̂OLS n´ β dundaj, V(β̂OLS) = σ2(X ′X)−1 kowariaciïn
matric büxiï xäwiïn tarxalttaï. Ööröör xälbäl

β̂OLS − β ∼ N(0, σ2(X ′X)−1).

Koordinatqilan biqwäl: β̂OLS,i − βi ∼ N(0, σ2
bβi

). Üünd, σ2
bβi

= σ2qii, qii n´
(X ′X)−1 matricyn diagonaliïn i–r älement. β̂OLS,i–iïn dispersiïn ünäläl-
täär s2

bβi
= σ̂2

bβi
= σ̂2qii = s2qii–iïg awna.

2. (n − k)
s2

σ2
sanamsargüï xämjigdäxüün n´ (n − k) qölööniï zäräg büxiï xi-

kwadrat tarxalttaï: (n− k)
s2

σ2
∼ χ2(n− k).

3. β̂OLS ba s2 ünälältüüd xamaaralgüï.
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Iïmd

t =
β̂OLS,i − βi

sbβi

=
(β̂OLS,i − βi)/σbβi

sbβi
/σbβi

∼ t(n− k). (3.30)

(3.30)–aas üzwäl βi koäfficientiïn 95%-iïn itgäx zawsar: [β̂OLS,i−tc ·s bβi
; β̂OLS,i +

tc · s bβi
] bolno. Üünd tc n´ (n − k) qölööniï zäräg büxiï St´µdentiïn tarxaltyn

xoër talt 95%–iïn kwantil.
H0 : βi = βi0 taamaglalyg ²algaxdaa (3.30) statistikiïg a²iglax ba xäräw

|t| =
∣∣∣∣
bβOLS,i−βi0

scβi

∣∣∣∣ > tc(n−k) bol 5% itgäx tüw²iniï xuw´d H0 taamaglalyg n¶caana.
H0 : β2 = β3 = ... = βk = 0 taamaglal ²algax. Sul gi²üüniïg regressiïn

toond oruulsan gäj üz´e : yt = β1 + β2xt2 + ... + βkxtk + εt. Täg taamaglal n´ “Büx
regressoruudyn ömnöx koäfficient tägtäï täncüü” gäsän taamaglal bolno. Änä
toxioldold

F =
R2

1−R2
· n− k

k − 1
=

RSS · (n− k)
ESS · (k − 1)

=
∑

(ŷt − y)2/(k − 1)∑
e2
t /(n− k)

by′∗by∗
σ2 · 1

k−1
e′e
σ2 · 1

n−k

. (3.31)

statistikiïg awq üzäx ba xürtwär n´ 1
k−1 · χ2(k − 1) tarxalttaï, xuwaar´ n´ 1

n−k ·
χ2(n − k) tarxalttaï gäj bataldag. Iïmd däärx statistik n´ (k − 1) ba (n − k)
qölööniï zärgüüd büxiï Fi²eriïn tarxalttaï bolno:

F =
R2

1−R2
· n− k

k − 1
=

RSS · (n− k)
ESS · (k − 1)

=
ŷ′∗ŷ∗/(k − 1)
e′e/(n− k)

∼ F (k − 1, n− k). (3.32)

H0 : β2 = β3 = ... = βk = 0 taamaglalyg ²algaxdaa, xäräw F > Fc bol 5%
itgäx tüw²ind H0 taamaglalyg n¶caana. Üünd, Fc n´ Fi²eriïn F (k − 1, n − k)
tarxaltyn näg talt,95%–iïn kwantil.

Erönxiï xälbäriïn H0 : Hβ = r ²ugaman zaaglal. H n´ (q×k) xämjääst
matric, β n´ (k × 1) xämjääst wektor, r n´ (q × 1) xämjääst wektor tus tus baïg.
Zaaglalyn too parametriïn toonoos xäträxgüï, zaaglaluud ²ugaman xamaaralgüï
(ööröör xälbäl q ≤ k), mön H matricyn xamgiïn ix rang q (rankH = q) gäj
toocno.

Ji²ää. k = 3, q = 2 baïx daraax H, r matricuudyg awq üz´e.

Hβ =
[
1 0 0
0 1 −1

]


β1

β2

β3


 =

[
2
0

]
= r.

Änä nöxcöl n´ xoër ²ugaman täg²itgäliïn sistemtäï äkwiwalent bolno:
{

β1 = 2
β2 − β3 = 0.

Bid β̂OLS ∼ N(β, σ2(X ′X)−1) boloxyg mädäx bilää. Tägwäl

Hβ̂ − r ∼ N(Hβ − r, σ2H(X ′X)−1H ′). (3.33)
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H0 : Hβ = r taamaglal ünän üed

1
σ2

(Hβ̂ − r)′(H(X ′X)−1H ′)−1(Hβ̂ − r) ∼ χ2(q). (3.34)

β̂, e xamaaralgüï gädgääs daraax ür dün mördnö.

F =
(Hβ̂ − r)′(H(X ′X)−1H ′)−1(Hβ̂ − r)/q

e′e/(n− k)
∼ F (q, n− k). (3.35)

Xäräw H0 : Hβ − r = 0 taamaglal ünän bol (3.35) statistik xät ix utga awax
ësgüï, xarin 95%–iïn magadlaltaïgaar F < Fc(q, n− k) bielnä. Üünd Fc(q, n− k)
n´ Fi²eriïn tarxaltyn 95%–iïn kwantil. β̂ ba e xamaaralgüï gädgiïg daxin
a²iglaj (3.17), (3.33)–aas:

F =
(β̂ − β)′H ′(H(X ′X)−1H ′)−1H(β̂ − β)/q

e′e/(n− k)
∼ F (q, n− k). (3.36)

F < Fc(q, n− k nöxcöl n´ β koäfficientiïn 95%–iïn itgäx mujiïg ögnö. (3.36)–
yn xürtwär βi–ääs xamaarsan, sörög bi² todorxoïlogdson kwadratlig xälbär uqraas
änäxüü itgäx muj güdgär olonlog baïna.

H = I üed (3.36) statistik daraax xälbärtäï bolno.

F =
(β̂ − β)′(X ′X)(β̂ − β)/k

e′e/(n− k)
∼ F (q, n− k).

Änä toxioldold itgäx muj β koäfficientuudyn k xämjääst ogtorguïd ällipsoid
baïna.

H0 : βk−q+1 = βk−q+2 = ... = βk = 0 taamaglal n´ Hβ = r gäsän erönxiï ²uga-
man taamaglalyn tuxaïn toxioldol bögööd iïm taamaglal ²algax ¶wdal baïnga
toxioldono. Änä taamaglalyn üed (3.36) statistik daraax xälbärtäï bolno.

F =
(e∗′e∗ − e′e)/q

e′e/(n− k)
=

(ESSR − ESSUR)/q

ESSUR/(n− k)
∼ F (q, n− k). (3.37)

Üünd, ESSR–“bogino” regressiïn (restricted) üldägdlüüdiïn kwadratyn niïlbär;
ESSUR–“urt” regressiïn (unrestricted) üldägdlüüdiïn kwadratyn niïlbär. (3.37)
statistikiïg bogino ba urt regressiïn determinaciïn koäfficientuudaar ilär-
xiïlj bolno:

F =
(R2

UR −R2
R)/q

(1−R2
UR)/(n− k)

∼ F (q, n− k). (3.38)

Sanamj 3.5.1. (3.37) xälbäriïn F statistik n´ erönxiï toxioldold, duryn ²uga-
man zaaglal Hβ = r iïn xuw´d bielnä. Änä toxioldold urt regress n´ β paramet-
riïn xuw´d zaaglalgüï regress, bogino regress n´ Hβ = r zaaglaltaï regress
baïna. Änä üed XBK arga n´ ESS funkciïg Hβ = r nöxcöld minimal´qlax
bodlogo bolno.

Qougiïn test (Chow) H0 : β′ = β′′, σ′ = σ′′. Bidänd ögögdlüüdiïn 2
tüüwär baïna gäj üz´e. Tüüwär tus büräär regressiïn zagwar baïguulsan gäe. “Änä
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2 zagwar dawxcax uu?” gäsän asuudlyg sonirx³ë. Zagwaruudyg daraax xälbärtäï
gäe.

yt = β′1xt1 + β′2xt2 + ... + β′kxtk + ε′t , t = 1, ..., n. (3.39)

yt = β′′1xt1 + β′′2xt2 + ... + β′′kxtk + ε′′t , t = n + 1, ..., n + m. (3.40)

Tuxaïlbal y –calin, xi –regressoruud (nas, ajillasan jil, bolowsrolyn tüw²in
gäx mät). Äxniï tüüwär (n ajiglalttaï) ämägtäïqüüdäd, daraagiïn tüüwär (m
ajiglalttaï) ärägtäïqüüdäd xamaardag baïg. Tägwäl “calingiïn tuxaï änä zag-
war ärägtäïqüüd ba ämägtäïqüüdäd adil uu?” gäsän asuult garna. Änä bodlogyg
zagwaryn parametrüüd n´ ²ugaman zaaglaltaï erönxiï toxioldold ²iljüül´e.
Zaaglalgüï regress n´ (3.39) (3.40) regressiïg nägtgäsän regress bolno. Ööröör
xälbäl, ESSUR= ESS1+ESS2. Xarin qölööniï zäräg n´ (n−k)+(m−k) = n+m−2k.
Odoo täg taamaglal ünän gäe. Tägwäl zaaglaltaï regress näg täg²itgäläär biqig-
dänä:

yt = β1xt1 + β2xt2 + ... + βkxtk + εt, t = 1, ..., n + m. (3.41)

(3.41)–iïg ünälj ESSR–iïg olno. Zagwaryn parametrüüdäd k toony zaaglal taw´s-
nyg toocon biqwäl:

F =
(ESSR − ESSUR)/k

ESSUR/(n + m− 2k)
∼ F (k, n + m− 2k). (3.42)

Xäräw (3.42) statistikiïn utga kritik utga Fc ääs ix garwal täg taamaglalyg
n¶caana. Änä toxioldold 2 tüüwriïg näg tüüwär bolgon nägtgäj bolno.

Ji²ää. Moskwa xot dax´ suucny zax zääl.
OXU–yn ädiïn zasgiïn surguuliïn (RÄ�) oµutnuudyn 1994–1996 ond cugluul-

san ögögdliïg bolowsruulj daraax zagwaryg gargan awqää:

LOGPRICE =β0 + β1LOGLIV SP + β2LOGPLAN + β3LOGKITSP

+ β4LOGDIST + β5FLOOR + β6BRICK + β7BAL

+ β8LIFT + β9R1 + β10R2 + β11R3 + β12R4 + ε. (∗)

Üünd,
LOGPRICE –suucny üniïn logarifm (am.dollar),
LOGLIV SP –suucny talbaïn logarifm (kw.metr),
LOGPLAN –a²iglaltgüï (tuslax öröönüüdiïn) talbaïn logarifm (kw.metr),
LOGKITSP –gal togoony örööniï talbaïn logarifm (kw.metr),
LOGDIST –Moskwa xotyn töwöös alslagdsan zaïn logarifm (k.metr), 0 äswäl

1 utga awax “idäwxgüï” binar (2 utgat) xuw´sagqid:
FLOOR –xäräw, tuxaïn suuc 1–r äswäl xamgiïn dääd dawxart bol 1 utga awna,
BRICK –xäräw, suuc toosgon barilgad bol 1 utga awna,
BAL –xäräw, suuc tagttaï bol 1 utga awna,
LIFT –xäräw, barilga caxilgaan ²attaï bol 1 utga awna,
R1 –1 öröötäï suucny xuw´d 1, busad toxioldold 0 utga awna,
R2, R3, R4 –xargalzan 2, 3, 4 öröötäï suucny xuw´d ömnöxiïn adil. (∗)

täg²itgäliïn ünälältiïn ür düng n = 464 ajiglaltaar gargasan xüsnägtiïg
door üzüüläw (Xüsnägt 3.1). t-statistikiïn ²injilgäänääs üzwäl R1, R2 koäffi-
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Xamaaran xuw´sagq: LOGPRICE

Xuw´sagq Koäfficient St.aldaa t-statistik Magadlal
const 7.106 0.290 24.5 0.0000

LOGLIV SP 0.670 0.069 9.65 0.0000
LOGPLAN 0.431 0.049 8.71 0.0000
LOGKITSP 0.147 0.060 2.45 0.0148
LOGDIST −0.114 0.016 −7.11 0.0000
BRICK 0.134 0.024 5.67 0.0000
FLOOR −0.0686 0.021 −3.21 0.0014

BAL 0.114 0.024 4.79 0.0000
LIFT 0.042 0.020 2.08 0.0385

R1 0.214 0.109 1.957 0.0510
R2 0.140 0.080 1.75 0.0809
R3 0.164 0.060 2.74 0.0065
R4 0.169 0.054 3.11 0.0020

R2 = 0.8921, R2
adj = 0.8892, regressiïn st.aldaa 0.2013

Xüsnägt 3.1:

cientuudaas busad büx koäfficientuud 5%–iïn itgäx tüw²iniï xuw´d nölöötäï
baïna. LOGLIV SP xuw´sagqiïn koäfficient 0.67 baïgaa n´ suucny talbaï 1%
nämägdäxäd tüüniï ünä 0.67%–iar ösnö gäsän üg µm.

LOGPLAN, LOGKITSP xuw´sagqdyn koäfficientiïn utgyg taïlbarlaxad
tüwägtäï. Tädgääriïg taïlbarlaxyn tuld daraax ji²ääg a²igla¶. Busad tus-
lax örööniï xämjää n´ xargalzan 11m2 ba 12m2 bolowq ijilxän 9m2 talbaïtaï
gal togoo büxiï 2 öör suuc baïgaa gäe. Ööröör xälbäl, 2 dax´ suucny tuslax
örööniï niït talbaï (21m2) äxniï suucny tuslax örööniï niït talbaïgaas 5%–
iar ilüü baïna. Tägwäl manaï zagwar ësoor 2 dax´ suucny ünä äxniï suuctaï
xar´canguïgaar 5 · 0.431 = 2.15%–iar ösöx ëstoï. Odoo gal togoony talbaï n´
10metr2, busad tuslax örööniï talbaï n´ 11metr2 baïx guraw dax´ suuc baïgaa
gäj tösööl´e. Ingäxläär, guraw dax´ suucny ünä äxniï suuctaï xar´canguïgaar
5 · 0.431 + 5 · 0.147 = 2.89%–iar ösöx bolj baïna. Ändääs üzwäl gal togoony
öröög oruulaad tuslax örööniï talbaïn xämjää nämägdäxäd suucny ünä, kori-
doryn xämjää nämägdsänääs q ixäär ösöxöd xürq baïna.

LOGDIST xuw´sagqiïn koäfficient sörög (−0.114) baïgaa n´ xotyn töwöös
alslagdax zaï 1%–iar ösöxöd suucny ünä 0.11%–iar buurq baïgaag iltgänä. �in-
jääqid üzäxdää, suucny ünä ünän xärägdäärää töwöös alslagdax xämjäänääs tödiï-
güï tuxaïn suuc or²in baïgaa raïony “qanaraas” xamaarna gäj üzdäg q änä su-
dalgaand qanaryn üzüülältiïg awq üzäägüï bolno.

Tüünqlän ²injääqdiïn üzäj baïgaagaar suucny zax zääl 1 öröötäï suucny,
2–4 öröötäï suucny, tom suucny gäsän gurwan sektort xuwaagddag gänä. Üüniïg
²algaxad (3.35) gäsän F -statistik a²iglan H0 : β10 = β11; β11 = β12 taamaglalyg
testläe. Ür dünd n´ F -statistikiïn utga 0.22315, P -utga 0.8001 garqää. Änä
n´ “2–4 öröötäï suucny üniïn toocoony tom³ëo ijil” gäsän taamaglalyg n¶-
caaj qadaxgüï boloxyg üzüülnä. Xarin H0 : β9 = β10 taamaglalyn xuw´d F -
statistikiïn utga 3.03188, P -utga 0.0823 garsan uqir “1 ba 2 öröötäï suucny



40 Olon xämjääst regressiïn zagwar

xuw´d (∗) tom³ëo ijil” gäsän taamaglal n¶caagdaj baïna.

3.6 Batatgax dasgal, bodlogo
Bodlogo 3.1. Sanamsargüï songon awsan 5 örxiïn xuw´d daraax xüsnägtänd üzüül-
sän ür dün tämdäglägdjää (m¶ngan.rub–äär).

Örx Xurimtlal, S Orlogo, Y Xöröngö, W

1 3.0 40 60
2 6.0 55 36
3 5.0 45 36
4 3.5 30 15
5 1.5 30 90

a) S–iïn Y ba W–ääs xamaarsan regressiïg ünäl.
b) Orlogo n´ 40 m¶ngan.rub, xöröngö n´ 25 m¶ngan.rub baïx gär büliïn xurimt-

lalyg prognozol (ur´dqilan taawarla).
w) Orlogo 40 m¶ngan.rub–äär, xarin xöröngö n´ xäwäär baïxad xurimtlal xärxän

ösöxiïg ünäl.
g) Orlogo 5 m¶ngan.rub–äär, xarin xöröngö n´ 15 m¶ngan.rub–äär nämägdwäl

xurimtlal xärxän ösöxiïg ünäl.
d) Regressiïn üldägdlüüdiïn kwadratyn niïlbär ba dispersiïn ünälältiïg

ol.
Bodolt. st = β1+β2yt+β3wt+εt regressiïg matrican xälbärt biqwäl S = Xβ+ε,
üünd X = [ı, y,w], β = (β1, β2, β3)′,

S =




3.0
6.0
5.0
3.5
1.5




, X =




1 40 60
1 55 36
1 45 36
1 30 15
1 30 90




.

Caa²dyn toocoond ²aardagdax daraax matricuudyg ol³ë:

X ′X =




5 200 237
200 8450 9150
237 9150 14517


 , X ′S =




19.0
825.0
763.5


 ,

(X ′X)−1 = 10−3




5691.635 −107.392 −25.231
−107.392 2.399 0.241
−25.231 0.241 0.329




a) (3.4) tom³ëo ësoor

β̂ = (X ′X)−1X ′s =




0.279
0.123
−0.029


 .
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b) ŝ = β̂1 + β̂2y + β̂3w = 0.279 + 0.123 · 40 + (−0.029) · 25 = 4.47.
w) ∆s = β̂2∆y = 10 · 0.123 = 1.23.
g) ∆s = β̂2∆y + β̂3∆w = 0.123 · 5 + (−0.029) · 15 = 0.18.
d) (3.4) ba (3.16) tom³ëo ësoor:

∑
e2
t = e′e = s′s− β̂′X ′S = 84.5− 84.219 = 0.281,

s2 = σ̂2 =
e′e

n− k
=

0.281
5− 3

= 0.141.

Bodlogo 3.2. Ömnöx bodlogyn st = β1 + β2yt + β3wt + εt regressiïg awq üz´e.
a) Daraax koäfficientuudyn 95% itgäx mujyg ol.

1. β2 ba β3; 2. β2; 3. β3; 4. β1 ba β2.

b) Daraax taamaglaluudyg 5% itgäx tüw²ind ²alga.

1. β2 = 0 ba β3 = 0;

2. β3 = 0 (xöröngiïn örtög xurimtlald nölöölöxgüï);

3. β2 = 0 (orlogyn xämjää xurimtlald nölöölöxgüï);

4. β2 = 1; 5. β2 = 1.57; 6. β2 = −5β3.

w) Orlogo n´ Y = 30 m¶ngan.rub, xöröngö n´ W = 52.5 m¶ngan.rub büxiï ¶mar
näg örx baïg (caa²id 6–r örx gäx). Änä örxiïn xuw´d:

1. Xurimtlalyn prognozyn utgyg ol.

2. Xurimtlalyn prognozyn utgyn 95%–iïn itgäx zawsryg baïguul.

Bodolt. a) Bodlogo 3.1–d garsan ür düngüüdiïg änd a²iglax bolno.
1): H =

[
0 1 0
0 0 1

]
=

[
0 I2

]
üed F statistik (3.36)-iïg a²iglana.

H(X ′X)−1H ′ = 10−3 ·
[
2.399 0.241
0.241 0.329

]
,

(H(X ′X)−1H ′)−1 =
[

450.00 −330.00
−330.00 3283.17

]
.

(3.36) ësoor:

F =
(β̂ − β)′H ′(H(X ′X)−1H ′)−1H(β̂ − β)/q

e′e/(n− k)
= (450(0.123− β2)2 + 2(−330)(0.123− β2)(−0.029− β3)

+ 3283.17(−0.029− β3)2))/2/(0.281/(5− 3))

= 1600.7(0.123− β2)2 + 2347.7(0.123− β2)(0.029 + β3)

+ 11678.9(0.029 + β3)2.
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Tablicaas F0.95(2, 2) = 19.0. Iïmd (β2, β3)–yn 95%–iïn itgäx zawsar daraax täncät-
gäl bi²äär todorxoïlogdono:

1600.7(0.123− β2)2 + 2347.7(0.123− β2)(0.029 + β3) + 11678.9(0.029 + β3)2 < 19.0

Äswäl

84.25(β2 − 0.123)2 − 123.57(β2 − 0.123)(β3 + 0.029) + 614.58(β3 + 0.029)2 < 1. (∗)

2),3): (3.30) tom³ëo ësoor βi koäfficientiïn 95%–iïn itgäx zawsar [β̂i − tc ·
σ̂bβi

; β̂i + tc · σ̂bβi
] bolno. Üünd tc = 4.303 n´ n− k = 5− 3 = 2 qölööniï zäräg büxiï

St´µdentiïn tarxaltyn xoër talt 95%–iïn kwantil. Iïmd

β̂2 − tc · σ̂bβ2
= 0.123− 4.303

√
0.141 · 0.0024 ≈ 0.044,

β̂2 + tc · σ̂bβ2
= 0.123 + 4.303

√
0.141 · 0.0024 ≈ 0.202,

β̂3 − tc · σ̂bβ3
= −0.029− 4.303

√
0.141 · 0.000033 ≈ −0.059,

β̂3 + tc · σ̂bβ3
= −0.029 + 4.303

√
0.141 · 0.000033 ≈ −0.00016.

Iïnxüü β2 ba β3–yn 95%–iïn itgäx zawsar:

β2 : (0.044; 0.202), β3 : (−0.059;−0.00016).

4): 1)–iïn adilaar, gäxdää H =
[
1 0 0
0 1 0

]
=

[
I2 0

]
üed F -statistik

F =
1/q

ee′/(n− k)
(β̂ − β)′ ·

[
I2

0

] ([
I2 0

]
(X ′X)−1

[
I2

0

])−1 [
I2 0

]
(β̂ − β)

boloxyg anxaaran F < F0.95(2, 2) täncätgäl bi²iïg biqääd ämxätgäwäl:

0.21(β1 − 0.279)2 + 18.95(0.279− β1)(0.123− β2) + 502.27(β2 − 0.123)2 < 1.

Änä täncätgäl bi²äär todorxoïlogdox muj n´ (β1, β2)–yn 95%–iïn itgäx zawsar
bolno.

b) Änd a)–d bodson ür düngüüdiïg a²iglana.
1) β2 = β3 = 0 cäg (∗) täncätgäl bi²iïg xangaxgüï:

84.25(−0.123)2 − 123.57(−0.123) · 0.029 + 614.58 · 0.0292 = 2.23 > 1.

Iïmd H0 : β2 = β3 = 0 taamaglal n¶caagdna.
2) β3 = 0 ∈ (−0.059;−0.00016) uqir n¶caagdana.
3) β2 = 0 ∈ (0.044; 0.202) uqir n¶caagdana.
4) β2 = 1 ∈ (0.044; 0.202) uqir n¶caagdana.
5) β2 = 1.57 ∈ (0.044; 0.202) uqir n¶caagdana.
6) H0 : β2 = −5β3 taamaglal n´ c′ = (0, 1, 5), θ = 0 baïx erönxiï ²ugaman

zaaglal büxiï taamaglalyn tuxaïn toxioldol µm.
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t-statistikiïg bod³ë.

t =
c′β̂ − θ√

s2c′(X ′X)−1c
≈ 0.12 + 5(−0.029)√

0.141 · 10−3(2.399 + 2 · 5 · 0.241 + 25 · 0.329)
≈ −0.60,

|t| = 0.60 < t0.95(2) = 4.303.

Iïmääs ögögdsön taamaglal n¶caagdaxgüï.
w) Däär garsan ür düngüüdiïg a²iglana.
1) 6–r örxiïn ül xamaaran xuw´sagqiïn utga x6 = (1, 30, 52.5)′ baïna.Iïmd

ŝ6 = x′6β̂ = 0.279 + 30 · 0.123 + 52.5(−0.029) ≈ 2.45.

2) 6–r örxiïn xuw´d ömnöx tawan örxiïn xuw´d biqsän zagwar bieldäg gäj üz´e.
Ööröör xälbäl s6 = x′6β + ε6. Tägwäl s6− ŝ6 = x′6(β− β̂) + ε6. β̂ ba ε6 xamaaralgüï
gädgääs

E(s6 − ŝ6)2 = σ2(1 + x′6(X
′X)−1x6).

δ =
√

s2(1 + x′6(X
′X)−1x6) gäj tämdägläe. Üünd, s2-n´ σ2 dispersiïn ünälält

(üüniïg Bodlogo 3.1–d bodson), § 3.5–d üzsänäär (s6 − ŝ6)/δ n´ n− k = 2 qölööniï
zäräg büxiï St´µdentiïn tarxalttaï. Iïmääs s6–iïn 95%–iïn itgäx zawsar (ŝ6−
t0.95(2) · δ, ŝ6 + t0.95(2) · δ) bolno. Tablicaas t0.95(2) = 4.303. Bodlogo 3.1–d garsan
ür düngüüdiïg a²iglaj itgäx zawsryg olbol: (0.52; 4.38).

Bodlogo 3.3. Sanxüügiïn x¶mralyn daraa qeburekiïn (xuu²uurtaï töstäï xool)
ärält unaw. Menejer reklamd xöröngö zarcuulax xärägtäï boljää. Qeburekiïn
ärält n´ ünä ba reklamd zarcuulsan xöröngöös xamaarax xamaarlyg menejer da-
raax zagwaraar awq üzjää:

qt = β1 + β2pt + β3at + β4a
2
t + εt.

Daraax tablicad 20 doloo xonogiïn ajiglaltyn utguudyg üzüüljää. Änd t–doloo
xonogiïn dugaar, qt–zaragdsan qeburekiïn too, pt–näg qeburekiïn ünä (rub), at–
reklamd zarcuulsan zardal (100 rub).

t qt pt at t qt pt at

1 525 5.92 4.79 11 407 6.67 5.19
2 567 6.50 3.61 12 608 6.92 3.27
3 396 6.54 5.49 13 399 6.97 4.69
4 729 6.11 2.78 14 631 6.59 3.79
5 265 6.62 5.74 15 545 6.50 4.29
6 615 5.15 1.34 16 512 6.86 2.71
7 370 5.02 5.81 17 845 5.09 2.21
8 789 5.02 3.39 18 571 6.08 3.09
9 513 6.77 3.74 19 539 6.36 4.65
10 661 5.57 3.59 20 620 6.22 1.97

Daraax asuultand xariulna uu.
a) Qeburekiïn ärältiïn ünääs xamaarax mädrämj n´ β2 = ∂q/∂p. Üüntäï adi-

laar ∂q/∂a = β3 + 2β4a bol β2, β3, β4 n´ ¶mar tämdägtäï baïx wä?
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b) Regressiïn koäfficientuudyn ünälält ba tädgääriïn standart aldaag ol.
w) Näg qeburekiïn ööriïn örtög 2 rub baïg. Tägwäl doloo xonogiïn cäwär a²ig

profit = pq − 2q − 100a tom³ëogoor oldoxyg üzüül.
g) Reklamd 280 rub zarcuulsan nöxcöld qeburekiïn üniïn onowqtoï utgyg ol.
d) Qeburekiïn ünä 6 rub baïxad reklamny zardlyn onowqtoï utgyg ol.
e) Onowqtoï (cäwär a²giïg maksimalqlax) ²iïdiïg ol.
j) β2, β3, β4 koäfficientuudyn 95%–iïn itgäx zawsryg ol. Qeburekiïn

ärältäd ünä ba reklamny zardal “nölöötäï” äsäxiïg ²alga.
Bodolt. a) Ünä ösöxöd ärält buurna gäsän utgaar β2 sörög baïx uqirtaï. Reklam-
ny zardal ösöxöd ärält ösööd buurna gäsän utgaar β2 äeräg, β4 sörög utgataï baïna.

b) Zagwaryn parametrüüdiïn ünälältiïg äkonometrikiïn bagc programm a²ig-
lan oloxod daraax ür dün garaw:

Xamaaran xuw´sagq: q
Xuw´sagq Koäfficient St.aldaa t-statistik Magadlal

const 957.335 129.218 7.409 0.0000
p −110.153 21.327 −5.165 0.0001
a 255.529 62.225 4.107 0.0008
a2 −43.376 8.020 −5.408 0.0001
R2 0.8778

Büx koäfficient 5%–iïn tüw²ind nölöötäï, tädgääriïn tämdäg a)–d durdsanaar
baïgaa n´ tablicaas xaragdaj baïna.

w),g) Cäwär a²gaas p–äär ulamjlal awbal:

∂(profit)
∂p

= β1 + 2pβ2 + β3a + β4a
2 − 2β2.

Üüniïg tägtäï täncüülj p–iïn onowqtoï utgyg olbol:

popt =
2β2 − β1 − β3a− β4a

2

2β2
.

Änä n´ reklamny zardal a bäxlägdsän üed qeburekiïn üniïn onowqtoï utga bolno.
βi koäfficientuudyn orond tädgääriïn ünälgää β̂i–g taw´j, a = 280 rub gäj
orluulbal onowqtoï üniïn ünälält garna:

p̂opt =
2(−110.153)− 957.335− 255.529 · 2.8− (−43.376)2.82

2(−110.153)
= 7.05 rub.

d) Ömnöxiïn adilaar

∂(profit)
∂a

= p(β3 + 2β4a)− 2(β3 + 2β4a)− 100.

Üüniïg tägtäï täncüülj qeburekiïn ünä bäxlägdsän üeiïn reklamny zardlyn
onowqtoï utgyg olbol:

aopt =
100 + 2β3 − pβ3

2β4(p− 2)
.



3.6 Batatgax dasgal, bodlogo 45

βi koäfficientuudyn orond tädgääriïn ünälgää β̂i–g taw´j, p = 6 rub gäwäl
reklamny onowqtoï zardlyn ünälält garna:

âopt =
100 + 2 · 255.529− 6 · 255.529

2(−43.376)(6− 2)
= 266 rub.

e) Cäwär a²giïg profit = h(p, a) gäsän xoër xuw´sagqiïn funkc gäj üzäj bolno.
Ulamjlaluud awbal:

∂h

∂p
= β1 + 2β2p + β3a + β4a

2 − 2β2,

∂h

∂a
= β3p + 2β4ap− 2β3 − 4β4a− 100.

Ädgäär ulamjlaluudyg tägtäï täncüülbäl p ba a–iïn xuw´d sistem üüsnä:{
β1 + 2β2p + β3a + β4a

2 − 2β2 = 0
β3p + 2β4ap− 2β3 − 4β4a− 100 = 0.

βi koäfficientuudyn orond tädgääriïn ünälgää β̂1 = 957.335, β̂2 = −110.153, β̂3 =
255.529, β̂4 = −43.376 iïg orluulj sistemiïg ¶mar nägän argaar (tuxaïlbal
toocon bodox argaar) bodwol





â1 = 2.72
p̂1 = 7.04
q̂1 = 556

,





â2 = 8.12
p̂2 = 1.78
q̂2 = −24.5

,





â3 = −2.00
p̂3 = 2.32
q̂3 = 17.2

.

gäsän gurwan ²iïd garna. 2 ba 3–r ²iïd n´ ädiïn zasgiïn utgagüï.
(p̂1, â1) cäg h(p, a) funkciïn maksimumyn cäg boloxyg xaruul³¶. Odoo h(p, a)

funkciïn 2–r ärämbiïn ulamjlaluudyg bodwol:
∂2h

∂p2
= 2β2,

∂2h

∂a2
= 2β4p− 4β4,

∂2h

∂p∂a
= β3 + 2aβ4.

(p̂1, â1) cäg däärx 2–r ärämbiïn ulamjlaluudyn matric D2 bolon tüüniï todor-
xoïlogqiïg bodwol:

D2(p̂1, â1) =
[−220.31 19.83

19.83 −437.53

]
, detD2(p̂1, â1) = 95996.

Ändääs xaraxad D2(p̂1, â1) matric sörög todorxoïlogdson baïna. Iïmd (p̂1, â1) cäg
h(p, a) funkciïn maksimumyn cäg bolno.

Iïnxüü qeburekiïn ünä 7.04 rub, reklamd zarcuulax zardal 272 rub baïxad
cäwär a²ig xamgiïn ix baïna.

j) b)–d garsan ür düngääs xaraxad büx koäfficientiïn P -utga (probability)
0.05–aas baga baïna. Iïmd büx koäfficient nölöötäï baïna.

Zagwaryn qölööniï zärgiïn too n−k = 20−4 = 16. Iïmääs βi koäfficientuu-
dyn itgäx zawsar: [β̂i − tc · σ̂bβi

; β̂i + tc · σ̂bβi
], i = 2, 3, 4. Üünd σ̂bβi

standart aldaany
ünälält (Std.Error), tc = t0.95(16) = 2.12. Iïmd 95%–iïn itgäx zawsruud n´:

β2 ∈ (−155.37; −64.94),
β3 ∈ (123.62; 387.44),
β4 ∈ (−60.38; −26.37).





Büläg 4

Olon xämjääst regressiïn
zarim asuudluud

Ömnöx bülgüüdäd regressiïn zagwaryn onol-statistikiïn ündsän asuudlyg awq
üzsän bol änä bülägt tädgääriïn praktik xärägläänd garq bolox zarim asuud-
luudyg awq üznä. Praktikt, gargan awsan regressiïn koäfficientuud nölöötäï
bi² baïx, äswäl zagwaryn ilärxiïläx qadwar sul baïx (adekwat bi²) gäx mät
üzägdlüüdtäï tulgardag. Ädgäär üzägdliïn bolomjit ²altgaanuudyn näg n´ reg-
ressoruud xoorondoo xüqtäï korrell¶ctaï üed toxioldox mul´tikollinear ²inj
µm. Regressiïn zagwaryg tuxaïlbal, qanaryn ²inj tämdgüüdiïn nölöög ünäläx
(xüïs, märgäjil, xüüxädtäï äsäx gäx mät) u¶n xatan xärägsäl bolgon a²iglaj
boldog.

Änä n´ idäwxgüï xuw´sagqid gäj närlägdäx ²inä regressoruudyg oruulj ir-
snäär xärägjix bolowq tädgääriïg zöw xärägläx, ünälältiïg taïlbarlax zärägt on-
cgoï anxaaral tawix ²aardlagataï. Iïnxüü änä bülägt mul´tikollinear ²inj,
idäwxgüï xuw´sagq oruulax bolon xuw´sagq xoorondyn tuxaïn korrel¶ciïn talaar
towq awq üznä.

4.1 Mul´tikollinear ²inj
Songodog regressiïn zagwar baïguulax ündsän ²aardlagyn näg n´ ül xamaaran
xuw´sagqid ²ugaman xamaaralgüï baïx ¶wdal bilää. Änä n´ regressoruudyn mat-
ric X–yn baganuud ²ugaman xamaaralgüï buµu (X ′X)−1 matric güïcäd k rang-
taï baïna gäsän üg µm. Xäräw änä nöxcöl äs bielbäl X matricyn al´ näg bagana
busdaaraa ²ugaman ilärxiïlägdäx tul änä toxioldlyg bütän kollinear baïna
gädäg. Änä üed β parametriïn ünälältiïg XBK–yn argaar baïguulax bolomjgüï
µm. Uqir n´, X ′X matric singul¶r baïx tul normal täg²itgäliïg bodox bolom-
jgüï. Ünäxäär, iïm toxioldlyn ji²ääg daraax zagwaraas xarj bolno.

C = β1 + β2S + β3N + β4T + ε, änd C xäräglää, S calin, N calingiïn bus or-
logo, T niït orlogo baïg. T = S + N täncätgäl bieläx tul duryn h toony xuw´d
regressiïg C = β1+β′2S+β′3N +β′4T +ε xälbärtäï biqij bolno. Üünd, β′2 = β2+h,
β3 = β3+h, β′4 = β4−h. Iïnxüü näg ijil ajiglaltuud β koäfficentiïn ¶lgaataï
äwlüülgäär taïlbarlagdana. Änä baïdal “adil baïx” (identified) asuudaltaï n¶gt
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Zurag 4.1:

xolbootoï bögööd änä tuxaï änd awq üzäxgüï. Üünääs gadna, T = S + N nöxcliïg
toocwol anxny sistemiïg C = β1 + (β2 + β4)S + (β3 + β4)N + ε xälbärt biqij
bolox bögööd dörwön parametr bi² β1, (β2 + β4) ba (β3 + β4) gäsän gurwan para-
metriïg ünäläx bolomjtoï. Xäräw bütän kollinear bol X matricaas ²ugaman
xamaaralgüï baganuudyn maksimal sistemiïg olj, busad baganuudyg zaïluulan
²inä regressiïg baïguulj bolno.

Praktikt X matric güïcäd rangtaï bolowq regressoruud xoorondoo xüqtäï
korrel¶ctaï baïx n´ älbäg toxiolddog. Ööröör xälbäl, X ′X n´ barag böxsön mat-
ric baïdag tul mul´tikollinear ²inj ilärnä. Änä toxioldold XBK-ünälält
formal´ or²ix bögööd “muu” ²inj qanaruudyg aguuldag. Üüniïg XBK argyn
geometr dürsläliïg a²iglan töwöggüï taïlbarlaj bolno. Rn ogtorguïd regres-
siïg X matricyn baganuudaar törögdsön däd ogtorguï däärx y wektoryn proekc
mätäär üzäj bolno. Xäräw ädgäär wektoruudyn xoorond ²ugamand oïr xamaaral
baïwal proekclox üzägdäl togtwortoï bi² bolno. Ööröör xälbäl anxny ögögdliïn
öqüüxän baga öörqlöltöd ünälältiïn xät ix öörqlölt xargalzaxad xürnä (Zurag
4.1). x1 ba x2 wektoruudyn xoorondox öncög baga uqir y ba y′ wektoruud xoorondoo
bagaar ¶lgagdax bolowq ädgäär wektoryn proekciïn x1 ba x2 wektoroor zadarsan
zadargaa xoorondoo mädägdäxüïc ¶lgagdana. y wektoryn proekciïn x1, x2–oor
zadarsan zadargaany 2 koäfficient xoëul äeräg bögööd xar´cangüï ix bi² baïxad
y′ wektoryn proekciïn zadargaany x1–iïn koäfficient sörög, x2–yn koäffi-
cient äeräg, tom utgataï baïna. Äl baïdaltaï u¶ldan regressiïn koäfficien-
tuudyg taïlbarlaxad asuudal tulgardag.

�nz büriïn ²altgaany ulmaas mul´tikollinear ²inj ilärnä. Ji²ää n´,
xäd xädän ül xamaaran xuw´sagqid n´ baga xälbälzäl büxiï xugacaany erönxiï
trendtäï baïj bolno. Tuxaïn toxioldold, näg ül xamaaran xuw´sagqiïn utga n´
nögöö xuw´sagqiïn xugacaany xocrolt büxiï utga baïj bolno.

Ingääd mul´tikollinear baïx zarim ilärxiï ²injüüdiïg durd³¶.

1. Anxny ögögdlüüdiïn baga öörqlölt (ji²ää n´, ²inä ajiglalt nämäx) zag-
waryn koäfficientuudyg mädägdäxüïc ixäär öörqlöxöd xürgäj baïx,

2. Zagwar büxäldää ilärxiïläx qadwartaï baïxad ünälältüüdiïn standart al-
daa ix, nölöö bagataï baïx,

3. Onolyn üüdnääs koäfficientuudyn ünälält tämdgiïn xuw´d aldaataï äswäl
ündäslälgüï tom utgataï baïx gäx mät.
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Mul´tikollinear ²inj ilärsän üed sudlaaq “ilüüdäl” xuw´sagqdyg zaïluulax
xüsäl tördög bolowq änä n´ ²inä xündräl üüsgäx ²altgaan bolj bolox µm. Nägdü-
gäärt, ¶mar xuw´sagqdyg ilüüdäl xuw´sagq gäj üzäx wä? gädäg n´ tödiïlön todor-
xoï bi² baïdag. Mul´tikollinear ²inj n´ X matricyn bagana xoorondoo oïrol-
coogoor ²ugaman xamaaraltaï boloxyg ilärxiïläxääs bi² ilüüdäl xuw´sagqdyg
zaaxgüï. Xoërdugaart, ixänx toxioldold ¶mar nägän ül xamaaran xuw´sagqiïg
zaïluulax ¶wdal zagwaryn aguulgad nölööldög. Tüünqlän, xamaaran xuw´sagqiïn
utgand boditoïgoor nölöölj baïgaa xuw´sagqiïg zaïluulax n´ XBK-ünälältiïg
xaaïlttaï bolgoxod xürgänä (§ 4.4).

4.2 Idäwxgüï xuw´sagq
Regressiïn zagwart ül xamaaran xuw´sagqid öörqlöltiïnxöö mujid tasraltgüï
gäj üzdäg (ündäsniï orlogo, ajilgüïdliïn tüw²in, calingiïn xämjää gäx mät).
Änä n´ onolyn xuw´d regressoruudyn tölöw baïdald ¶mar nägän x¶zgaarlalt xiï-
däggüï gäsän üg. Gätäl ¶mar nägän xuw´sagq xoër äswäl xäd xädän diskret utga
awq bolno. �mar näg qanaryn ²inj tämdgiïg ilärüüläx ²aardlagataï üed iïm
xuw´sagqdyg awq üzäx ¶wdal olontaa gardag. Ji²äälbäl, calingiïn xämjääg
xäd xädän xüqin züïlääs xamaaruulan sudlaxad ajiltny dääd bolowsroltoï äsäx
n´ nölöölj baïna uu? xäräw nölöölöx bol ¶mar xämjäägäär nölöölöx wä? gäsän
asuult garna. Mön ärägtäï, ämägtäï xümüüsiïn xödölmöriïn xölsönd ¶lgaa baïx
uu? gäx mät. Zarqmyn xuw´d, kategor tus bürt xargalzax täg²itgäliïg ünälj,
ulmaar tädgääriïn xoorondox ¶lgaag sudalj bolox bolowq, diskret xuw´sagqid
oruulsnaar büx kategoruudyg näg täg²itgäläär ünälj bolno.

Üüniïg calingiïn ji²ään däär xiïj üzüül´e. Ül xamaaran xuw´sagqdyn xt =
(xt1, . . . , xtk)′ wektor ögögdsön baïg. Ööröör xälbäl, zagwar

yt = xt1β1 + · · ·+ xtkβk + εt = x′tβ + εt t = 1, . . . , n (4.1)

täg²itgälüüdäär todorxoïlogson baïg. Üünd, yt n´ t–r ajiltny calingiïn xämjää.
Odoo ajiltan dääd bolowsroltoï äsäxiïg ilärxiïläx xüqin züïl oruul³¶. Üüniï
tuld d gäsän binar xuw´sagqiïg, xäräw t–r ajiglaltand tuxaïn xün dääd bolows-
roltoï bol dt = 1, äsräg toxioldold dt = 0 baïxaar todorxoïlj

yt = xt1β1 + · · ·+ xtkβk + dtδ + εt = z′tγ + εt t = 1, . . . , n (4.2)

²inä sistemiïg awq üz´e. Üünd, zt = (xt1, . . . , xtk, dt)′ = (x′t, dt)′, γ = (β1, . . . , βk, δ)′.
Ööröör xälbäl, ajilqin dääd bolowsroltoï toxioldold dundaj calin x′tβ + δ,
ügüï bol x′tβ baïxyg (4.2) zagwar ilärxiïlnä. Iïnxüü δ n´ busad parametrüüdiïn
utga öörqlögdöögüï üed näg kategoroos (dääd bolowsrolgüï) nögööd (dääd bolows-
roltoï) ²iljixäd calingiïn dundaj öörqlöltiïg zaaj baïna. (4.2) sistemd
XBK argyg xäräglän xargalzax koäfficientuudyn ünälältiïg gargan awq bolno.
δ = 0 gäsän taamaglal ²algax zamaar kategoruudyn xoorond calingiïn ix zöröö
baïxgüï gädägt itgäj bolno.

Däär ögüülsän xuw´sagqiïn törliïg angli nom, surax biqigt dummy variable,
xarin oros xäländ fiktiwnye peremennye gäj närläsän baïdag. d xuw´sagq n´
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busad xj , j = 1, . . . , k regressoruudtaï adil, täg² ärxtäï xuw´sagq bögööd tüüniï
“fiktiw” qanar n´ qanaryn ²inj tämdgiïg toon utgaar ilärxiïldägt or²ino.

Qanaryn ¶lgaag ilärxiïläxdää xoër utga awax (zaawal 0 äswäl 1 baïx albagüï)
¶mar q xuw´sagqdaar formal´qilj bolno. Xädiï tiïm bolowq äkonometrikiïn
xärägläänd zöwxön d ∈ {0, 1} törliïn idäwxgüï xuw´sagqdyg a²iglax tul taïlbar
n´ ilüü ängiïn baïdag. Iïm xuw´sagqdyg binar (2 utgat) xuw´sagqid gänä. Xäräw,
ömnö awq üzsän ji²äänd d xuw´sagq dääd bolowsroltoï ajiltny xuw´d 5, dääd
bolowsrolgüï ajiltny xuw´d 2 gäsän utga awdag gäwäl änä regressoryn koäffi-
cient calingiïn dundaj öörqlöltiïn gurawny nägiïg zaax bolno.

Xäräw qanaryn ²inj tämdäg n´ xoër bus xäd xädän utgataï bol mön toony
utgataï diskret xuw´sagqiïg oruulax bolomjtoï. Gäwq iïm xuw´sagqiïg barag
a²igladaggüï. Uqir n´ xargalzax koäfficientod aguulgyn xuw´d taïlbar xiïx
n´ xäcüü. Iïm üed xäd xädän binar xuw´sagqdyg a²iglax n´ toxiromjtoï.

Ji²äälbäl, yt n´ ¶mar näg bütäägdxüüniï t sard xäräglägdäx xämjää bögööd
tüüniï xäräglää jiliïn ulirlaas xamaarq öörqlögddög gäe. Ulirlyn nölöög
ilrüüläx zorilgoor d1, d2 ba d3 gäsän gurwan binar xuw´sagqiïg oruul³¶:

• xäräw t öwliïn sar bol dt1 = 1, busad toxioldold dt1 = 0;

• xäräw t xawryn sar bol dt2 = 1, busad toxioldold dt2 = 0;

• xäräw t zuny sar bol dt3 = 1, äsräg toxioldold dt3 = 0.

Daraax täg²itgäliïg ünäl´e.

yt = β0 + β1dt1 + β2dt2 + β3dt3 + εt (4.3)

Änd namryn ulirald xargalzax d4 binar xuw´sagqiïg oruulsangüï. Uqir n´ duryn
t saryn xuw´d d1 + d2 + d3 + d4 = 1 buµu regressoruud ²ugaman xamaaraltaï
boloxod xürnä. Iïmd XBK argyg xärägläx bolomjgüï bolno. Namryn saruu-
dad xäräglääniï dundaj xämjää β0, öwliïn saruudad β0 + β1, xawryn saruudad
β0 + β2 xarin zuny saruudad β0 + β3 baïna. Iïnxüü βi, i = 1, 2, 3 koäfficien-
tuudyn ünälält namryn saruudtaï xar´canguïgaar ulirlyn dundaj xäräglääniï
öörqlöltyg üzüülnä. Ji²ää n´ β3 = 0 taamaglalyg ²algax n´ zuny ba namryn
xäräglää zöröö bagataï, β1 = β2 taamaglal n´ öwöl ba xawryn xäräglääniï xämjää
ijil gäsän nöxcölüüdtäï äkwiwalent µm.

Idäwxgüï xuw´sagqid gadna baïdlaaraa ängiïn bolowq qanaryn ²inj täm-
dgiïn nölöög sudlaxad u¶n xatan xärägsäl bolj ögdög. Öör näg ji²ää awq üz´e.
Ömnöx ji²äänd jiliïn uliral n´ saryn dundaj xärägläänd xärxän nölöölöxiïg
sudalsan. Xärägläänd zarcuulax orlogyg ilärxiïläx i gäsän ²inä ül xamaaran
xuw´sagq nämj oruulan (4.3) zagwaryg xuwirga¶. Äxlääd

yt = β0 + β1it + εt (4.4)

regressiïn zagwaryg baïguulj β1 koäfficientiïg “xäräglääniï naluu” gäj när-
läe. Tägwäl jiliïn uliral xäräglääniï naluud xärxän nölöölöx wä? gäsän bodlogo
däw²üülj bolno. Üüniï tuld daraax zagwaryg awq üzäx xärägtäï:

yt = β0 + β1dt1 + β2dt2 + β3dt3 + β4dt1it + β5dt2it + β6dt3it + β7it + εt. (4.5)
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Zurag 4.2:

Öwöl, xawar, zun ba namryn xäräglääniï naluug xargalzan β4 +β7, β5 +β7, β6 +β7

ba β7 zaana. Ömnöx zagwart üzüülsniï adil xäräglääniï naluud ulirlyn nölöö
baïxgüï gäsän taamaglalyg ²algaj bolno.

Bütciïn öörqlöltyg sudlaxad a²igladag xäsäg-xäsäg ²ugaman zagwaryg baï-
guulax, ünäläxäd idäwxgüï xuw´sagqdyg xärägläj bolno. Üüniïg ji²äägäär taïl-
barla¶. X¶lbaryg bodoj, y n´ x ba togtmol gäsän xoër ül xamaaran xuw´sagqaas
xamaardag gäe. x ba y n´ {(xt, yt), t = 1, . . . , n} gäsän xugacaany cuwaa xälbärtäï
ögögdsön baïg (ji²ää n´, xt n´ t xugacaan dax´ ¶mar näg üïldwäriïn ünsän fon-
dyn xämjää, yt n´ änä xugacaan dax´ bütäägdxüüniï xämjää). Xäräw xugacaany t0
momentod bütcäd öörqlölt garsan gäj üzwäl ²ugaman regressiïn zagwar t0 moment
xürtläx ömnöx zagwaraas öörqlögdöx ba erönxiï ²ugam tasraltgüï xäwäär üldänä
(Zurag 4.2). Iïm zagwaryg ünäläxäd t ≤ t0 üed rt = 0, t > t0 bol rt = 1 baïx r gäsän
binar xuw´sagqiïg oruulj, daraax regressiïn täg²itgäliïg biq´e:

yt = β1 + β2xt + β3(xt − xt0)rt + εt (4.6)

(4.6)–d xargalzax regressiïn ²ugam t ≤ t0 üed β2 naluutaï ba t > t0 üed β2 + β3

naluutaï. Mön xt0 cäg däär tasraltgüï. Iïnxüü β3 = 0 gäsän taamaglalaar büt-
ciïn öörqlöl ¶wagdaagüï gädgiïg ²algana. Änä argyg xugacaany näg interwald
xäd xädän bütciïn öörqlöltäï üed q örgötgön xärägläj bolno.

Äcäst n´, idäwxgüï xuw´sagqiïn tuslamjtaïgaar töröl büriïn qanaryn ²inj
tämdgüüdiïn (ji²ää n´, bolowsrolyn tüw²in, xüüxädtäï äsäx gäx mät) nölöö,
mön tädgääriïn xarilcan nölöölliïg sudalj bolno gädgiïg tämdägläe. Tüünqlän
xäd xädän binar xuw´sagqdyg oruulaxdaa regressoruudyn ²ugaman xamaaralgüï
baïdlyg aldagduulaxgüï baïxyg anxaarax xärägtäï (ömnöx ji²ään däx ulirlyn
nölöö).

Dügnält
1. Zagwart nölöölöx qanaryn ²inj tämdgiïn nölöölliïg sudlaxdaa, tuxaïn

qanar ilärwäl 1, ilräxgüï bol 0 utga awax binar xuw´sagqdyg oruulj bolno.
2. Idäwxgüï xuw´sagqiïg oruulax arga n´ qanaryn ²inj tämdäg xamaaran

xuw´sagqid nölöölöx tuxaï taamag mädääläl, zagwaraar ²algaj buï taamaglal
zärgääs xamaarna.
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3. Idäwxgüï xuw´sagqiïg oruulax argaas xamaaran ug xuw´sagqiïn ömnöx koäf-
ficient taïlbarlagdana.

Ji²ää. Moskwa xot dax´ suucny zax zääl. (Ürgäljläl-1)
Moskwa xot dax´ suucny üniïg awq üzäj XBK argaar ünälältiïg baïguulsan

bolno (Xuudas 39, Xüsnägt 3.1):

LOGPRICE =7.106
(24.5)

+0.670
(9.65)

LOGLIV SP + 0.431
(8.71)

LOGPLAN

+ 0.147
(2.45)

LOGKITSP − 0.114
(−7.11)

LOGDIST

− 0.0686
(−3.21)

FLOOR + 0.134
(5.67)

BRICK

+ 0.042
(2.08)

BAL + 0.114
(4.79)

LIFT + 0.214
(1.957)

R1

+ 0.140
(1.75)

R2 + 0.164
(2.74)

R3 + 0.169
(3.11)

R4. (∗)

Zagwart baïgaa idäwxgüï FLOOR, BRICK, BAL, LIFT, R1, R2, R3, R4 xuw´sagq-
dyn taïlbaryg awq üz´e.

FLOOR xuw´sagqiïn sörög koäfficient n´ näg ba xamgiïn dääd dawxaryn
suucnuud busad dund dawxryn suucnuudaas 6.9%–aar x¶md gädgiïg xaruulna. Toos-
goor bar´san (BRICK = 1) suuc xawtangaar bar´san ijil töstäï suucnaas 13.4%–
aar ilüü ünätäï baïna. Suucny ünä lifttäï (LIFT = 1) bol 11.4%, tagttaï
(BAL=1) bol 4.2%–aar tus tus nämägdänä.

t-²injüüriïn BAL xuw´sagqiïn koäfficientod xargalzax utga xär taaruu
(2.08) baïgaa n´ suucny ünä ba tagtny xoorondyn xolboo ärgälzäätäï gädgiïg
xaruulj baïj bolox µm.

Öör, öör toony öröötäï suucuudyn zax zääliïn bütciïn ¶lgaag toocox zoril-
goor regressiïn R1, R2, R3 ba R4 xuw´sagqdyg oruulsan bolno. Ögögdöld, taw,
zurgaa bür naïman öröötäï suucnuud baïgaa tul R1, R2, R3 ba R4 xuw´sagqdyn
niïlbär togtmol bi².

Däärx ji²äänd buïgaar R2, R3 ba R4 xuw´sagqdyn ömnöx koäfficientuudyg
ijil gäj üzäj bolno. (∗) täg²itgälääs, 2–4 öröötäï suuc ilüü olon öröö büxiï
suucnaas ünätäï, näg öröötäï suuc bür q ünätäï bolox n´ xaragdaj baïna.

4.3 Tuxaïn korrel¶c
Xamaaran xuw´sagq ba ül xamaarax xuw´sagq n´ näg, näg baïx toxioldold tädgää-
riïn xoorondyn xamaaral (²ugaman utgaar) tüüwriïn korrel¶ciïn koäfficien-
toor ilärxiïlägdänä. Olon xämjääst regressiïn xuw´d xäd xädän ül xamaaran
xuw´sagqtaï tul änä oïlgoltyg örgötgöx xärägtäï boldog. Sudalj buï ül xa-
maarax xuw´sagq ba ¶mar nägän xamaaran xuw´sagqiïn xoorondox korrel¶ciïn
koäfficient öndör garax n´ ömnöxiïn adil xamaarlyn öndör zärgiïg ilärxiïlj
bolox bolowq öör uqir ²altgaantaï baïj bolno. Ünändää äxniï xoër xuw´sagq-
dad xüqtäï nölöö üzüüldäg gurawdagq xuwsagq or²in baïgaa n´ äcsiïn bülägtää
ug xuw´sagqid korrel¶ciïn öndör zärägtäï garax ²altgaan bolno. Iïmääs busad
xüqin züïlüüdiïn nölöög (²ugaman) zaïluulax zamaar xoër xuw´sagqiïn xooron-
dox “cäwär” korrel¶c xamaarlyg olox asuudal garq irdäg. Üüniïg tuxaïn kor-
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rel¶ciïn koäfficient a²igalan olj bolno. Regressiïn x¶lbar zagwaryg awq
üz´e:

y = α + x1β1 + x2β2 + ε.

Üünd, y n´ ajiglagdsan xamaaran xuw´sagqiïn n×1 xämjääst wektor; x1, x2 n´ ül
xamaarax xuw´sagqdyn n×1 xämjääst wektoruud; α, β1, β2 n´ skal¶r xämjigdxüün;
ε n´ aldaany n× 1 xämjääst wektor. Bidniï zorilgo bol x2 regressoryn nölöög
xassany daraa y ba äxniï x1 regressoryn xoorondox korrel¶ciïg todorxoïlox
¶wdal gäe. Änä zorilgyg daraax baïdlaar xärägjüülnä.

1. x2 ba togtmolyn tuslamjtaï y–iïn regressiïg baïguulj, ŷ = α̂1 + α̂2x2

prognozyn utgyg olno.

2. x2 ba togtmolyn tuslamjtaï x1–iïn regressiïg baïguulj, x̂1 = β̂1 + β̂2x2

prognozyn utgyg olno.

3. ey = y − ŷ ba ex1 = x1 − x̂1 üldägdlüüdiïg olj, x2 regressoryn nölöög
zaïluulna.

4. y ba x1 regressoryn xoorondox tuxaïn korrel¶ciïn koäfficientiïg, x2

regressoryn nölöö zaïlsan üed, ey ba ex1 üldägdliïn xoorondox korrel¶ciïn
koäfficient mätäär todorxoïlno ((4.7)).

r(y, x1|x2) = r(ey,ex1) (4.7)

XBK argyn qanar ësoor ey ba ex1 n´ x2 regressortoï korrel¶c xamaaralgüï.
Däärx procedur iïm utgaar x2 xuw´sagqiïn ²ugaman nölöög zaïluulj baïgaa µm.

Tuxaïn ba erdiïn korrel¶ciïn koäfficientuud xoorondoo daraax tom³ëogoor
xolbogdono.

r(y, x1|x2) =
r(y,x1)− r(y, x2)r(x1, x2)√
1− r(x1, x2)

√
1− r(y,x2)

(4.8)

r(y, x1|x2)–yn utga erdiïn korrel¶ciïn koäfficientiïn adil [−1, 1] interwald
baïna. Tuxaïn korrel¶ciïn koäfficient r(y, x1|x2) tägtäï täncüü garax n´ x1

regressor y wektort ²ugaman nölöölölgüï gäsän üg µm.
Tuxaïn korrel¶ciïn koäfficient r(y,x1|x2) ba determinaciïn koäfficient

R2–iïn xoorond daraax xolboo or²ino.

r2(y, x1|x2) =
R2 − r2(y,x2)
1− r2(y, x2)

(4.9)

buµu
1−R2 = (1− r2(y, x2))(1− r2(y, x1|x2)).

Ömnö awq üzsän proceduryg ganc x2 bus, büläg X2 xuw´sagqdyn xuw´d nölöög
zaïluulan (4.7) todorxoïloltyg örgötgöj bolox bögööd änä üed (4.8) tom³ëo bagagüï
xündärnä.

Tuxaïn ba erdiïn korrel¶ciïn koäfficientyn ¶lgaag taïlbarlax üüdnääs
daraax ji²ääg awq üz´e.
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Ji²ää. Walµtyn f´µqersiïn zax zääl. Örnödiïn ba Orosyn walµtyn
f´µqersiïn zax zääliïn xolboony tuxaï asuudlyg sonirx³ë. Önöö üed Orosyn
xäd xädän birj (MTB, MCFB, RTSB gäx mät) ANU–yn dollaryg xugacaataï
gäräägäär niïlüüläx xudaldaag ärxälj baïna. Gäwq, 1992 ony arwan nägdügäär
saraas 1995 ony esdügäär saryn xoorond niït xudaldaany 75%–85%–iïg Moskwa-
giïn Towaryn Birj (MTB) xiïjää. Iïmd ANU–yn dollar niïlüüläx f´µqer-
siïn gärääniï ünäär MTB–iïn gärääniï üniïg aw³¶.

Baruund walµtyn f´µqersiïn üniïn öörqlölt birjääs näg ix xamaardaggüï.
�injilgääg xiïxdää, xudaldaany xämjäägäärää xamgiïn ix IMM (International
Monetary Market, Chicago) birjiïg songoson bolno.

Xöröngö oruulagqdyn baïrlalyg (wariacyn marj) ödör bür toocooloxyn tuld
xudaldaany tölbört a²igladag üzüülältüüd bolox IMM birjiïn xaaltyn ünä,
MTB–iïn xan²ny ünä zäräg ödör tutmyn üzüülältüüdiïg a²iglaw.

Xar´cuulax parameträär gärääniï üniïg ²uud awalgüï, daraax tom³ëogoor
todorxoïlogdox ond ²iljüülsän “orlogyg” awsan.

yt,T = (ln F T
t − ln St)/(T − t) · 365 (∗)

Üünd, F T
t n´ T moment dax´ xan²aar niïlüüläxäär xiïsän, gärääniï t moment dax´

ünä (ööröör xälbäl, T − t xugacaand niïlüüläx), xarin St n´ t moment dax´ dol-
laryn xan² µm. yRUt,T , yDM

t,T , yBPt,T , yJYt,T n´ xargalzan 1 dollar niïlüüläx gäräänääs
olson orlogo, rubläär (RU), germany markaar (DM), angliïn funtäär (BP), ¶pony
ienäär (JY) ilärxiïlägdsän xämjää. Bidniï bodloor, änä üzüülält gärääniï üniïg
bodwol infl¶ciïn tüw²nääs baga xämjäägäär xamaarna. Xugacaany t parametriïg
ödröör toocno.

yRUt,T , yDM
t,T , yBPt,T , yJYt,T orloguudyn korrel¶ciïn koäfficientyn xüsnägtiïg awq

üz´e.

RU DM BP JY
RU 1
DM 0.626 1
BP 0.380 0.775 1
JY 0.615 0.919 0.602 1

Xüsnägt 4.1:

Xüsnägt 4.1–oos xaraxad baruuny walµtyn üzüülältüüdiïn korrel¶ciïn koäf-
ficient öndör (0.602, 0.775, 0.919) baïna. Änä n´ baruuny sanxüügiïn zax zääl
nägdmäl, xamaaral ixtäï baïdgiïg xaruulj baïgaa bol rubl´ ba ieniï (germany
mark) xoorondox korrel¶c öndör 0.615 (0.626) baïgaa n´ anxaaral tataj baïna.

Odoo XX = RU,DM,BP, JY xuw´d yXXt,T orloguudyn xoorondox tuxaïn korrel¶-
ciïn koäfficientiïn xüsnägtiïg awq üz´e (xugacaany trendiïn nölöög zaïluul-
san).

Änä toxioldold ilüü bodit dür zurag xaragdaj baïna. Ewropyn walµtuud
(DM,BP) ilüü n¶gt xolbootoï, ewropyn walµt ba ¶pony ien sul xolbootoï bögööd
orosyn walµt baruuny walµtuudtaï barag xolboo ügüï baïna.
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RU DM BP JY
RU 1
DM 0.024 1
BP 0.008 0.807 1
JY -0.003 0.0.488 0.276 1

Xüsnägt 4.2:

Iïnxüü äxniï Xüsnägt 4.1–d buï öndör koäfficient, ji²äälbäl, RU − DM
xuw´d garsan 0.626 koäfficient bol ajiglaltyn interwald (1992 ony arwannägdü-
gäär saraas 1995 ony esdügäär saryn xoorond) rubliïn dollartaï xar´cax xan²ny
unalt ba dollaryn germany marktaï xar´cuulsan xan²ny unalt ilärsniïg xa-
ruulj baïna. Ööröör xälbäl, änä korrel¶c yRUt,T ba yDM

t,T orloguudad xugacaany
trend baïgaag ilärxiïlnä. Änä dügnält yRUt,T ba yDM

t,T n´ t–täï xangalttaï öndör
korrel¶ctaï (−0.673, −0.920) baïgaagaar notlogdono.

4.3.1 Xuw´sagqdyg däs daraalan songox
Tuxaïn korrel¶ciïn koäfficient n´ zagwaryn onclogyg todorxoïlox (§ 4.4) asuud-
lyg ²iïdwärläxäd baïnga a²iglagdana. Änä asuudal däär togtoj ¶rilc³¶.

Zarim toxioldold sudalaaq sudalj buï xämjigdxüüniï xamaarlyn talaar
ur´dqilan mädäj baïdag. Ji²äälbäl, ömnöx ür düngüüdääs, ädiïn zasgiïn onolyn
üüdnääs, taamag mädläg, mädäällääs gäx mät. Tüünqlän ödiïg xürtäl zöwxön ül
mädägdäx parametriïg ünäläx tuxaï bodlogo tawigdaj baïlaa. Songodog ji²ää
bolgoj, Kobb-Duglasyn üïldwärläliïn funkc Y = AKαLβ–iïn ül mädägdäx para-
metrüüdiïg ünäläx bodlogyg aw³¶. Üünd, Y –bütäägdxüüniï too xämjää, K–kapital,
L–xödölmör zarcuulalt. Änä täncätgäliïg logarifmqilbal, ln A, α, β koäffi-
cientuudyn xuw´d ²ugaman täg²itgäl üüsäx ba ulmaar, xamgiïn baga kwadratyn
argaar ädgäär parametriïn ünälältiïg olj, ¶mar nägän taamaglal ²algaj bolno.

Gäwq, praktikt ül xamaarax xuw´sagqdyn olon toony ajiglalt xiïgdsän bo-
lowq sudalj buï üzägdliïn taamag zagwar baïxgüï baïx toxioldol älbäg taaral-
ddag. Iïmd regressiïn zagwart ¶mar xuw´sagqdyg xamaaruulax wä? gäsän asuudal
garq irnä. Üüntäï xolbootoï onolyn asuudlyg caa²id § 4.4–d awq üznä.

Komp´µteriïn xäräglääniï programmuudad regressoriïg däs daraalan songox
¶nz büriïn proceduryg oruulsan baïdag. Däs daraalan nägtgäx, däs daraalan zaï-
luulax, däs daraalan nägtgäx-zaïluulax proceduruud n´ ünsän procedurt toocog-
dono. Tuxaïn korrel¶ciïn koäfficientiïn oïlgoltyg a²igladag iïm näg proce-
duryn tuxaï towqxon tämdägläe.

Däs daraalan nägtgäx-zaïluulax procedur
Äxniï alxamd taïlbarlagq xuw´sagqdyn dotroos, xamaaran xuw´sagq y–täï

moduliaraa xamgiïn ix korrel¶ciïn koäfficienttoï xuw´sagqiïg songono.
Xoërdugaar alxam xoër däd alxmaas togtono. Äxniï däd alxamd, xäräw regres-

soryn too xädiï n´ xoëroos ix bolson bol al´ näg regressoryg zaïluulax oroldlogo
xiïnä. Zaïluulsny daraa determinacyn koäfficientiïg xamgiïn bagaar bagas-
gax xs regressoryg xaïj olno. Daraa n´, änä regressor nölöötäï bi² baïx tuxaï
H0 taamaglalyg ²algax F -²injüüriïn ((3.37) üz) utgyg ur´dqilan ögögdsön
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¶mar nägän bosgo utga Fxas–taï ji²nä. Xäräw F < Fxas bol xs–iïg regres-
soruudyn jagsaaltaas xasna. Tämdäglän xäläxäd, xs regressoryn koäfficient
tägtäï täncüü baïx tuxaï H0 taamaglal n´ “änä regressoryg zaïluulsny daraa
ba zaïluulaxaas ömnöx determinacyn koäfficientuud xoorondoo täncüü” gäsän
taamaglal, mön “y ba xs–iïn xoorondox tuxaïn korrel¶ciïn koäfficient 0–täï
täncüü” gäsän taamaglaluudtaï äkwiwalent baïna. Xoër dax´ däd alxamd, ögögdsön
regressoruudaas ²inä regressor songoj awax oroldlogo xiïnä. Täg²itgäld ömnö
n´ oruulsan regressoruudyn nölöölliïg xassan üed tuxaïn korrel¶ciïn koäf-
ficient moduliaraa xamgiïn ix baïx xp regressoryg xaïj olno. Ingääd, ug
regressoryn koäfficient nölöötäï bi² baïx tuxaï H0 taamaglalyg ²algax F -
²injüüriïn utgyg ur´dqilan ögögdsön ¶mar nägän bosgo Fnäm–täï ji²nä. Xäräw
F > Fnäm bol xp regressoryg jagsaaltad nämnä. Änd, Fxas < Fnäm gäj awax
n´ züï ësny. Xoërdugaar alxmyg regressoryn jagsaalt ül öörqlögdöx xürtäl
ürgäljlüülnä. Ünändää, däs daraalan songox al´ q procedur n´ regressoruudyn
bül ¶mar näg utgaar onowqtoï baïxyn batalgaa boloxgüï.

4.4 Zagwaryn onclogiïg todorxoïlox
Olon xämjääst songodog regressiïn zagwartaï xolbootoï büxiï l asuudal, dügnäl-
tüüd n´ il ba dald utgaaraa zöw todorxoïlogdson zagwar däär ündäslägdäj baïgaa
µm. Ööröör xälbäl, xamaaran xuw´sagq y ba X regressoruud, ünälägdäj buï β
parametrüüd § 3.1–iïn

y = Xβ + ε (4.10)

nöxclöör xolbogdox bögööd § 4.4–iïn 1–3 qanaryg xangana gäj üzäj irsän. Änä
üed, (4.10) xar´caa “ünän zagwar”–yg dürsälj baïna gäj ¶r´dag. Praktikt ünän
zagwar mädägdäxgüï bögööd sudlaaq tüüntäï oïrolcoo zagwaryg l ünäldäg (änä to-
xioldold, zagwaryn onclogiïg todorxoïlox gädgiïn dor regressoruudyg songoxyg
oïlgono). Iïmd ünän zagwar ba songoj awsan zagwaryn parametrüüdiïn XBK-
ünälält xoorondyn xar´caany asuudal zaïl²güï garq irdäg. Tuxaïlbal, ünän
zagwart baïgaa zarim xuw´sagq songon awsan zagwart oroogüï (ööröör xälbäl, quxal
xuw´sagqdyg xassan), äswäl ünän zagwart baïxgüï xuw´sagqdyg songoson zagwart
oruulsan (ööröör xälbäl, quxal bi² xuw´sagqdyg oruulsan) iïm xoër toxioldol
baïj bolno.
1–r toxioldol. (Quxal xuw´sagqdyg xassan.)

Ünän zagwar:
Songoson zagwar:

y = Xβ + Zγ + ε (4.11)
y = Xβ + ε (4.12)

2–r toxioldol. (Quxal bi² xuw´sagqdyg nämj oruulsan.)

Ünän zagwar:
Songoson zagwar:

y = Xβ + ε (4.13)
y = Xβ + Zγ + ε (4.14)

Änd, X n´ n× k, Z n´ n× l xämjääst matricuud, y n´ xamaaran xuw´sagqiïn
ajiglaltyn n × 1 wektor, β, γ n´ xargalzan k × 1, l × 1 xämjääst wektoruud.
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Ixänxdää, (4.11) regressiïg “urt”, xarin (4.12) regressiïg “bogino” regress gäj
närlädäg.

4.4.1 Quxal xuw´sagqdyg xassan toxioldol
(4.12) zagwaryn (bogino regress) β parametriïn XBK-ünälält

β̂OLS = β̂ = (X ′X)−1X ′y (4.15)

xälbärtäï ((3.4)) baïdag bilää.
Urt regress (4.11)–iïn (ünän zagwar) koäfficientuudyn δ =

[
β
γ

]
wektoryn

XBK-ünälältiïg δ̂
∗

=
[
β̂
∗

γ̂∗

]
gäj tämdägläe. (4.11) täncätgäliïg toocwol,

Eβ̂ = (X ′X)−1X ′Ey = β + (X ′X)−1X ′Zγ, (4.16)

V(β̂) = σ2(X ′X)−1.

(4.16)–aas, β̂ ünälält daraax 2 toxioldloos busad üed xazaïlttaï bolox n´
mördnö:
a) γ = 0 (ilärxiï toxioldol)

b) X ′Z = 0 (X ba Z regressoruud ortogonal).
Tüünqlän, β̂ = β̂

∗ gäj batalj bolno. Ööröör xälbäl, urt ba bogino regress däx
β wektoryn XBK-ünälältüüd dawxcana (änä ür düng geometriïn üüdnääs gurwan
perpendikul¶ryn tuxaï teorem a²iglan taïlbarlaj bolno).

Regressiïn üldägdlüüdiïn kwadratyn niïlbäriïg daraax tom³ëogoor olno:
E(ESS) = σ2(n− k) + γ ′Z ′MZγ, M = I −X(XX ′)−1X ′ (4.17)

β̂ ba β̂
∗ ünälältiïn kowariaciïn matricuudyg xoorond n´ ji²´e:

V(β̂) = σ2(X ′X)−1 (4.18)

V(β̂
∗
) = σ2(X ′X −X ′Z(Z ′Z)−1Z ′X)−1 (4.19)

(V(β̂))−1 − (V(β̂
∗
))−1 =

1
σ2

X ′Z(Z ′Z)−1Z ′X ≥ 0.

Änä n´ V(β̂
∗
) ≥ V(β̂) gädgiïg ilärxiïlnä. Ööröör xälbäl, bogino zagwaraar oldson

ünälält erönxiï toxioldold xazaïlttaï bolowq ilüü baga disperstäï baïna.
Oïlgomjtoï bolgox üüdnääs k = l = 1 baïx x¶lbar toxioldoldlyg awq üz´e.
Urt regress: y = xβ + zγ + ε (änd, y = x = z = 0 gäe).
Bogino regress: y = xβ +ε. Üünd, y, x, z ba ε n´ n×1 xämjääst wektor, xarin

β, γ skal¶ruud. Tägwäl ((2.7) üz)

β̂ =
x′y
x′x

=
x′(xβ + zγ + ε)

x′x
= β +

x′z
x′x

γ +
x′ε
x′x

, Eβ̂ = β +
x′z
x′x

γ.

Mön
V(β̂) =

σ2

x′x
, V(β̂∗) =

σ2

x′x(1− r2)
. (4.20)

Üünd, r n´ x ba z wektoruudyn xoorondox tüüwriïn korrel¶ciïn koäfficient.
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4.4.2 Quxal bi² xuw´sagqdyg nämsän toxioldol
(4.14) zagwaryn ünälältiïn xuw´d xoorondoo äkwiwalent daraax 2 ilärxiïlliïg
gargan awq bolno.

β̂ = (X ′X)−1X ′y − (X ′X)−1X ′Z(Z ′MZ)−1Z ′My (4.21)

β̂ = (X ′MZX)−1X ′MZy, MZ = I −Z(Z ′Z)−1Z ′ (4.22)

Ädgäärääs:

Eβ̂ = β, V(β̂) = σ2(X ′MZX)−1

V(β̂) = σ2((X ′X)−1 + (X ′X)−1X ′Z(Z ′MZ)−1Z ′X(X ′X)−1

V(β̂) > σ2(X ′X)−1

buµu β̂ ünälält xazaïltgüï bolowq zagwart quxal bi² xuw´sagqdyg nämj oruul-
snaar ünälältiïn dispers ixsäj baïna.

Üünqlän, Eσ̂2 = σ2 gäj xaruulj bolno. Iïmd erönxiï toxioldold β̂, σ̂2 ünäläl-
tüüd xazaïltgüï baïna.

Quxal bi² xuw´sagqdyg zagwart nämj oruulsnaar ünälältiïn xazaïltgüï qa-
nar ül öörqlögdöx xädiï q saïn döxölt bolgox üüdnääs taïlbarlagq olon xuw´sagq
nämj oruulax n´ buruu µm. Ünändää, änä üed ünälältiïn nariïwqlal buurax ba
regressoryn too nämägdsänäär tädgääriïn xoorond xüqtäï korrel¶c üüsäj, ulmaar
zagwar togtworgüï boldog (§ 4.1–d ögüülsän mul´tikollinear ²inj). X¶lbar to-
xioldold, änä ündäsläl (4.20) tom³ëogoor taïlbarlagdana. Ünäxäär r2 too 1–rüü
tämüüläxäd β̂∗ ünälältiïn dispers tögsgölgüï nämägdänä.

4.4.3 Bogino äswäl urt regressiïg songox
Änä möqöös bülgiïn tögsgöl xürtäl l = 1 toxioldold ¶rix bolno. Ömnö n´ erönxiï
toxioldold awq üzsän bilää.

Praktikt ilüü oïr bodlogyn tawil bol ünän zagwar ül mädägdäj baïx ¶wdal
µm. Daraax 2 zagwaryg xar´cuulj üz´e.
I. y = Xβ + zγ + ε (zaaglalgüï zagwar)
II. y = Xβ + ε (zaaglaltaï zagwar)
Üünd, z n´ nämält näg regressor bögööd X ba z xargalzan n × k, n × 1 xämjääst
matricuud (Xäräw I zagwart γ = 0 zaaglalyg nämbäl II zagwar garax tul “zaaglal-
güï” ba “zaaglaltaï” gäsän när tom³ëo a²iglaj baïgaa n´ oïlgogdono. Caa²id
u (unrestricted) ba r (restrirted) gäsän indeksiïg zaaglalgüï ba zaaglaltaï zagwart
a²iglax bolno).

Ädgäär zagwaraas aliïg n´ songox wä? gäsän asuultand xariulax üüdnääs daraax
xar´cuulaltuudyg awq üz´e.

Arga 1 (R2 däär ündäsläsän).
Bid R2

u ≥ R2
r baïdgiïg ((3.38)) mädnä. Uqir n´ ¶magt e′ueu ≤ e′rer täncäl bi²

bielnä. Iïmd änä arga muu.
Arga 2 (R2

adj däär ündäsläsän).
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Ömnöx bülägt todorxoïlsnoor

R2 = 1− e′e
y′Ay

, A = In − 1
n

ıı′, R2
adj = 1− e′e/(n− k)

y′Ay/(n− 1)
.

Zaaglaltaï bolon zaaglalgüï zagwaruudyn xuw´d

R2
r,adj = 1− e′rer/(n− k)

y′Ay/(n− 1)
, R2

u,adj = 1− e′ueu/(n− k − 1)
y′Ay/(n− 1)

bolno. Ömnö n´ bid H0 : γ = 0 taamaglalyg doorxi F -statistik (t-statistik)
a²iglan

F =
(e′rer − e′ueu)

e′ueu/(n− k − 1)
∼ F (1, n− k − 1) ∼ t2(n− k − 1)

²algaj bolno gädgiïg xaruulsan. Iïmd

R2
r,adj −R2

r,adj =
e′ueu/(n− k − 1)

y′Ay/(n− 1)
· 1− t2

n− k
.

Xäräw |t| > 1 bol R2
r,adj < R2

u,adj baïx bögööd urwuu n´ bielnä. Xäräw determinaciïn
zaswarlagdsan R2

adj koäfficient zöw ²injüür bolj qadna gäj itgäwäl zöwxön
|t| > 1 üed zaaglalgüï zagwaryg songon awax ëstoï. t = 1 n´ x¶zgaaryn nöxcöl
bolno.

Anxny bodlogondoo ärgän or³ë. Bidänd zaaglaltaï, zaaglalgüï gäsän xoër
zagwar baïg. Bidniï zorilgo bol β–g ünäläx ¶wdal bilää. Xäräw zaaglaltaï zag-
waryg songowol xazaïlttaï, xarin zaaglalgüï zagwaryg songowol ärqimtäï bi²
ünälältänd xürnä.

Arga 3 (xamgiïn baga, dundaj kwadrat xazaïlt MSE(Mean Squared Error) däär
däär ündäslänä).

I ba II zagwaryg MSE(β̂) = E((β̂ − β)′(β̂ − β)) ²injüüräär xar´cuul³¶. Öm-
nöxiïn adil M = In −X(X ′X)−1X ′ gäj tämdägläe. Mön

q =
σ√

z′Mz
(X ′X)−1X ′z, θ =

γ

σ/
√

z′Mz

tämdäglägääg tus tus oruul³¶.
Aldaany wektoryg olon xämjääst standart normal tarxalttaï gäe. Tägwäl

ömnöx (4.15), (4.16), (4.21) ba (4.22) ür düngüüdääs

β̂r ∼ N(β + θq, σ2(X ′X)−1), β̂u ∼ N(β, σ2(X ′X)−1 + qq′).

Ändääs, normal tarxaltyn qanaryg a²iglawal

MSE(β̂r)−MSE(β̂u) = (θ2 − 1)q′q.

Bid daxin |θ| > 1 nöxcöl quxal boloxyg xarlaa. Gäwq änä udaad θ bol “onolyn
t-xar´caa” bögööd ajiglaltaas oldoxgüï.

Änä ür düngääs daraax ²üümjiïg xiïj bolno. �uny türüünd bid β koäf-
ficientiïn ünälältiïg gargaj awaxyg zor´j baïgaa bilää. Üüntäï zärägcääd z
xuw´sagqiïg zagwart nämäx ²aardlagataï äsäxäd ärgälzäj baïgaa änä üed “H0 :
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γ = 0 taamaglal zöw äsäx” tuxaï asuult tawix n´ toxiromjgüï µm! Änä asuultyn
xariult γ tägtäï täncänä äswäl ügüï gädägt l xariulaxaas bi², bidniï xüsäj
buï “β̂r ba β̂u ünälältüüdiïn al´ n´ ilüü wä?” gädägt xariulaxgüï. Xarin
“H0 : |θ| > 1” taamaglal däw²üülbäl zöw µm. �agaad gäwäl änä nöxcöl MSE(β̂r),
MSE(β̂u) toonuudyn quxam al´ n´ ix boloxyg ¶lgaj ögnö.

Zagwar songox äswäl zagwaryn parametriïg ünäläx asuudluud ünändää ijil
µm.

Däärx test däär ündäslän β–iïn ünälältiïg

β̂ = λ(θ̂)β̂u + (1− λ(θ̂))β̂r, λ(θ̂) =

{
0, |θ̂| ≤ 1
1, |θ̂| > 1

xälbärt biqij bolno. Iïm ünälältiïg “x¶zgaaryn” xämään närläx bögööd λ(θ̂)–g
daraax xälbärtäï saïjruulj bolno:

λ(θ̂) =
θ̂2

c2 + θ̂2
, 0 ≤ c ≤ ∞

Dügnält:

1. quxal xuw´sagqdyg zaïluulsnaar bogino regressiïn XBK-ünälält erönxiï
toxioldold xazaïlttaï baïx ba urt regressiïg bodwol kowariaciïn matric
n´ baga;

2. xäräw γ = 0 bol xazaïltgüï baïna;

3. xäräw zaïluulsan ül xamaarax xuw´sagqid üldäj buï xuw´sagqidtaï ortogo-
nal (X ′Z = 0) baïwal urt ba bogino regressiïn xuw´d oldson ünälältüüd
dawxcax bolowq regressiïn üldägdäl ¶lgaataï, ünälältiïn dispers q xazaïl-
ttaï;

4. bogino regressiïn dispersiïn ünälält sörög bus xazaïlttaï baïna;

5. quxal bi² xuw´sagqdyg nämj oruulaxad β parametriïn ünälält xazaïlttaï
baïna;

6. bogino zagwaryn ünälältiïn kowariaciïn matric n´ ünän zagwaryn ünäläl-
tiïn kowariaciïn matricaas ix;

7. ünälältiïn dispers mön xazaïltgüï baïna.

4.5 Batatgax dasgal, bodlogo
Bodlogo 4.1. Xugacaany t0 ba t1 moment bürt bütciïn öörqlölttäï baïx täg²it-
gäliïg binar xuw´sagq a²iglan biq (t0 < t1 gäj üznä).
Bodolt. Sonirxoj buï zagwar x ba togtmol gäsän xoër ül xamaaran xuw´sagq, mön
y gäsän xamaaran xuw´sagqtaï baïg. x, y xuwsagqid xugacaany cuwaa xälbärtäï
{(xt, yt), t = 1, . . . , n} bögööd sudlaaq todorxoï ündäsläläär xugacaany t0 ba t1
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momentuudad bütciïn öörqlölt garsan gäj üzsän. Änä toxioldold regressiïn
täg²itgäliïg daraax xälbärt biqij bolno:

yt = β0 + β1xt + β2(xt − xt0)Rt + β3(xt − xt0)St + εt

Üünd, R, S n´ binar xuw´sagqid bögööd, xäräw t ≤ t0 bol R = 0, t > t0 üed R = 1,
xäräw t ≤ t1 bol S = 0, t > t1 üed S = 1 baïna.

Däärx täg²itgäld xargalzax regressiïn ²ugam t ≤ t0 üed β1, t0 < t ≤ t1 üed
β1 +β2, t1 < t üed β1 +β2 +β3 gäsän öncgiïn koäfficienttoï. Mön xt0 , xt1 cägüüd
däärää tasraltgüï zuragdana.

Xugacaany t0 momentod bütciïn öörqlöltgüï gädgiïg xaruulaxad H0 : β2 = 0
taamaglalyg, t1 momentod H0 : β3 = 0 taamaglalyg, xoër öörqlölt xoëul ügüï
gädgiïg xaruulaxyn tuld H0 : β2 = β3 = 0 taamaglalyg tus tus ²algana.
Bodlogo 4.2. n toony xuw´ xümüüsiïn dundax xäräglääniï ct = α+βyt +εt ²uga-
man funkciïg ünäläx asuudal tawigdsan gäe. Axiu xärägläx xandlaga togtmol
baïx üed xäräglääniï dundaj xälbiïlt öörqlögdöj bolox äsäx, xäräw öörqlögdöx
bolomjtoï bol änä funkciïn ²iljilt xotyn xäräglägqdääs xödöögiïn xärägläg-
qdäd ¶mar baïgaag xärxän xaruulax wä? Orlogyn xämjää y∗ tüw²nöös ix äswäl
baga baïxad axiu xärägläx xandlaga ¶lgaataï baïna gäsän taamaglalyg xärxän
²algax wä?
Bodolt. Xäräw xäräglääniï funkc n´ ²ugaman bögööd ct = α + βyt + εt xälbär-
täï bol axiu xärägläx xandlaga buµu orlogyn xämjääg nägjäär nämägdüüläxäd
xärägläänd garax ösölt β =

∂c

∂y
koäfficientoor todorxoïlogdono. Xäräglääniï

dundaj xälbiïlt n´ xärägläänd zarcuulagdax orlogyn xuw´ y

c
bögööd β tödiïgüï

α koäfficientoor todorxoïlogdono. Iïmd axiu xärägläx xandlaga β togtmol
baïx üed q, xotyn xäräglägqdääs xödöögiïn xäräglägqdäd ²iljixäd xäräglääniï
dundaj xälbiïlt öörqlögdöx bolomjtoï µm. Ööröör xälbäl, α koäfficient
öörqlögdönö. Iïmääs r gäsän idäwxgüï xuw´sagqiïg oruulj bolno. Xäräw t ajig-
lalt xotyn or²in suugqid xargalzax bol rt = 0, äsrägääg xödöögiïn or²in suug-
qid xargalzax bol rt = 1 baïx r gäsän idäwxgüï xuw´sagqiïg a²iglawal zagwar
daraax xälbärtäï bolno:

ct = α + βyt + γrt + εt.

Bodlogond tawigdsan äxniï asuult H0 : γ = 0 taamaglalaar ²algagdana.
Xäräw, yt ≤ y∗ bol st = 0, yt < y∗ bol st = 1 baïx s gäsän idäwxgüï xuw´sagqiïg

oruulj ir´e. Xuw´ xümüüsiïn orlogyn xämjää y∗ tüw²nöös ix äswäl baga baïxad
axiu xärägläx xandlaga ¶lgaataï baïx tuxaï taamaglalyg ²algaxdaa

ct = α + βyt + γ(yt − y∗)st + εt

zagwaryg a²iglaj bolno. Notolgoo ögüülbäriïg H0 : γ = 0 taamaglalaar ²al-
gana. Ünäxäär, änä zagwart axiu xärägläx xandlaga orlogyn tüw²nöös xamaaran,
orlogyn xämjää y∗–oos ül xäträx bol β–taï, äsräg toxioldold, β+γ tootoï täncüü
baïna.
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Bodlogo 4.3. Daraax regressiïg awq üz´e:

yt = β1 + β2dt + εt, t = 1, . . . , n.

Üünd, d–¶mar nägän idäwxgüï xuw´sagq, y0 n´ d = 0 baïx üeiïn y xuw´sagqiïn n0

ajiglaltyn dundaj, xarin y1 n´ d = 1 baïx üeiïn n1 ajiglaltyn dundaj. V(β̂1),
V(β̂2) dispersüüdiïg ol (n0 + n1 = n).

Bodolt. Erönxiï toxioldold ajiglaltuud dt = 0, t = 1, . . . , n0 ba dt = 1, t =
n0 + 1, . . . , n0 + n1 gäsän ärämbätäï xämään üzäj bolno. β wektoryn XBK-ünälält
ësoor β̂ = (X ′X)−1X ′y. Üünd,

X = [ı d] =




1 0
...

...
1 0
1 1
...

...
1 1




(xoërdugaar bagana dax´ äxniï n0 älementüüd tägtäï täncüü, üldsän n1 älementüüd
nägj baïna). Tägwäl

X ′X =
[

n n1

n1 n1

]
, (X ′X)−1 =

1
n0n1

[
n1 −n1

−n1 n

]
,

X ′y =
[

yn
y1n1

]
=

[
y0n0 + y1n1

y1n1

]
.

Ändääs,

β̂ =

[
β̂1

β̂2

]
=

[
y0

y1 − y0

]
.

�lgaataï ajiglaltuudyn aldaa korrel¶cgüï gädgiïg a²iglawal s 6= t üed ys ba
yt mön korrel¶cgüï bolox tul

V(β̂1) = V(y0) =

n0∑
t=1

V(yt)

n2
0

.

V(yt) = σ2, t = 1, . . . , n iïmd V(β̂1) =
σ2

n0
.

Üüniï adilaar, V(y1) =
σ2

n1
. Aldaanuud korrel¶cgüï gädgiïg daxin a²iglawal

V(β̂2) = V(y1 − y0) = V(y1) + V(y0). Iïnxüü äcäst n´

V(β̂1) =
σ2

n0
, V(β̂2) =

nσ2

n0n1
.



4.5 Batatgax dasgal, bodlogo 63

Bodlogo 4.4. 1971–ääs 1976 ony ulirlyn ögögdlöör daraax täg²itgäliïg xam-
giïn baga kwadratyn argaar gargaj awqää:

yt = 1.12
(2.14)

− 0.0098
(0.0034)

xt1 − 5.62
(3.42)

xt2 + 0.044
(0.009)

xt3.

Xaaltand standart aldaag tämdägläsän ba RSS = 110.32, ESS = 21.43 garsan.
a) Koäfficient büriïn nölöötäï äsäxiïg ²alga.
b) Determinaciïn koäfficientiïg ol.
w) Regress büxäldää itgältäï äsäxiïg ²alga.
g) Täg²itgäld jiliïn äxniï gurwan ulirald xargalzax idäwxgüï xuw´sagqdyg

nämj oruulaxad RSS koäfficient 118.20 bolj össön. Ulirlyn nölöö baïgaa
tuxaï taamaglalyg ²algaj, xargalzax regressiïn xälbäriïg tom³ëol.

d) Änä zagwaryg 1971 ony 1–r ulirlaas 1975 ony 1–r ulirlyn ögögdöl, 1975
ony 2–r ulirlaas 1976 ony 4–r ulirlyn ögögdlöör xoër salangad regress bolgo-
xod aldaanuudyn kwadratyn niïlbär xargalzan ESS1 = 12.25, ESS2 = 2.32 baïw.
“1975 ony 1 ba 2–r ulirlyn xoorond bütciïn öörqlölt garsan” gäsän taamaglalyg
²alga.
Bodolt. a) Änd n = 24, (niït 6 jil) k = 4 baïna. Koäfficientuud nölöötäï
baïx tuxaï H0 : βi = 0, i = 1, 2, 3, 4 taamaglalyg (5%–iïn tüw²intäï) ²alga¶.
t-statistikiïg ti = β̂i/σ̂ bβi

xar´caagaar toocox bögööd t0.95(20) = 2.086 utgataï
xar´cuulj üznä:

|t1| = 1.12
2.14

= 0.523 < 2.086

|t2| = 0.0098
0.0034

= 2.882 > 2.086

|t3| = 5.62
3.42

= 1.643 < 2.086

|t4| = 0.044
0.009

= 4.889 > 2.086.

Iïmääs 5%–iïn tüw²ind näg ba gurawdugaar koäfficientuud statistikiïn xuw´d
nölöötäï bus, xoër ba döröw n´ nölöötäï baïna.

b) Determinaciïn koäfficient:

R2 =
RSS
TSS

=
RSS

ESS + RSS
=

110.32
131.75

= 0.837.

w) H0 : β2 = β3 = β4 = 0 taamaglalyg ²alga¶. (3.32) statistikiïg a²iglawal

F =
R2

1−R2
· n− k

k − 1
=

RSS
ESS

· n− k

k − 1
=

=
110.32
21.43

· 20
3

= 34.319 > 3.098 = F0.95(3, 20).

Iïmd, regress büxäldää 5%–iïn tüw²ind itgältäï baïna.
g) Bodlogyn nöxcöld ögüülsnäär täg²itgäld gurwan idäwxgüï xuw´sagq nämäg-

dsän baïgaa. y xuw´sagqiïn dundaj utga ulirlyn xälbälzältäï baïx bolomjtoï,
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xarin axiu üzüülältüüd öörqlögdöxgüï gäe. Tägwäl daraax regressiïg awq üzäxäd
xürnä:

yt = β1 + β2xt1 + β3xt2 + β4xt3 + β5dt1 + β6dt2 + β7dt3 + εt.

Änä täg²itgäliïn xuw´d H0 : β5 = β6 = β7 = 0 (ulirlyn nölöö baïxgüï) taa-
maglalyg ²algaj üz´e. (3.37) statistikiïg a²iglana:

F =
(ESSR − ESSUR)/q

(ESSUR)/(n− k)
.

Änd, q = 3, k = 7, n − k = 17, ba RSSUR = 118.20, RSSR = 110.32 baïna. TSSUR =
TSSR = TSS tul

ESSR − ESSUR = RSSUR − RSSR = 118.20− 110.32 = 7.88,

ESSUR = TSS− RSSUR = 131.75− 118.20 = 13.55,

F =
7.88/3

13.55/17
= 3.295 > 3.197 = F0.95(3, 17).

Ulirlyn nölöö baïxgüï gäsän taamaglal 5%–iïn itgäx tüw²ind n¶caagdaj baïna.
d) 1975 ony näg ba xoërdugaar ulirlyn xoorond bütciïn öörqlölt baïxgüï

gäsän taamaglalyg ²algaxdaa Qougiïn testiïg a²igla¶ ((3.42)–iïg üz)

F =
(ESSR − ESSUR)/k

ESSUR/(n + m− 2k)
.

ESSR = 21.43, ESSUR = ESS1 + ESS2 = 12.25 + 2.32 = 14.57, n + m = 24, k = 4 tul

F =
(21.43− 14.57)/4

14.57/16
= 1.883 < 3.007 = F0.95(4, 16).

Ändääs, 5%–iïn itgäx tüw²ind bütciïn öörqlölt baïxgüï gäsän taamaglal ül
n¶caagdana.
Bodlogo 4.5. Ünän zagwar

yt = β1xt1 + β2xt2 + εt,

E(εt) = 0, E(ε2
t ) = σ2, E(εtεs) = 0, t 6= s, t = 1, . . . , n.

xar´caanuudaar ögögdsön baïg. y–iïn x1 däärx regressiïg baïguulaxad σ2 dis-
pers ug regressiïn üldägdliïn tuslamjtaï standart baïdlaar ünälägdänä. Änä
ünälält xazaïlttaï (däärääsää) gädgiïg xaruul.
Bodolt. y–iïn x1 däärx regress yt = β1xt1 + ut gäj biqigdäx ba β1 parametriïn
standart ünälält

β̂1 =
x′1y
x′1x1

.

Ko²i-Bun¶kowskiïn täncätgäl bi² ba (4.17) tom³ëog xärägläwäl

E(σ̂2) = σ2 +
1

n− 1
β2

2x′2

(
I − x1x

′
1

x′1x1

)
x2

= σ2 +
1

n− 1
β2

2

(x′1x1)(x′2x2)− (x′1x2)2

x′1x1
≥ σ2.
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Bodlogo 4.6. Jil tutmyn ögögdlüüd daraax xar´caag (ünän zagwar) xangax ba
songodog zagwaryn büx nöxcöl bielj baïg

yt = α + β1xt + β2t + εt.

Gäwq xugacaany trend aguulaagüï “buruu”

yt = α + β1xt + ut

zagwar ünälägdjää.
a) Xugacaany trend aguulaagüï zagwaryn xuw´d songodog regressiïn nöxcölüü-

dääs ¶mar n´ ül bieläx wä?
b) Änä zagwaryn xuw´d üldägdlüüdiïn niïlbär tägtäï täncäx üü? E(ut) = 0

gäsän buruu tösöölöltäï ¶aj xolbogdox wä?
Bodolt. a) Songodog regressiïn nöxcölüüd bieläx äsäxiïg ²alga¶. yt = α +
β1xt + ut, t = 1, . . . , n zagwaryn ut aldaany qanaruudyg taïlbarla¶.

1. E(ut) = E(yt − (α + β1xt)) = E(β2t + εt) = β2t 6= 0 buµu aldaany matematik
dundaj tägtäï täncüü baïx tuxaï nöxcöl bieläxgüï.

2. V(ut) = V(yt − (α + β1xt)) = V(β2t + εt) = V(εt) = σ2 buµu aldaany dispers
xugacaanaas ül xamaarna.

3. Aldaanuud korrel¶cgüï, ööröör xälbäl Cov(ut, us) = Cov(β2t+ εt, β2s+ εs) =
Cov(εt, εs) = 0, t 6= s.

b) Ögögdsön bodlogyn xuw´d xamgiïn baga kwadratyn argyn näg täg²itgäl
n´

∑
et =

n∑
n=1

(yt − α − β1xt) = 0 bolno. Ööröör xälbäl üldägdlüüdiïn niïlbär
tägtäï täncüü. Regressoruudyn näg n´ togtmol baïx duryn regressiïn xuw´d
änä ögüülbär ünän. E(ut) = 0 nöxcliïg toocoxgüïgäär üldägdlüüdiïn niïlbär
täg baïx albagüï. Uqir n´, songodog zagwart ürgälj togtmol regressor baïx
albagüï. Iïmd üldägdlüüdiïn niïlbär tägtäï täncüü baïx n´ E(ut) = 0 nöxcöltäï
xolboogüï gäsän dügnältäd xürnä.
Bodlogo 4.7. Xos regressiïn standart zagwar ögögdsön baïg:

yt = α + βxt + εt, t = 1, . . . , n.

a) α = 0 zaaglalyn üed β koäfficientiïn XBK-ünälält µutaï täncüü baïx
wä?

b) Änä toxioldold XBK-ünälältiïn dispersiïg toocoj, zaaglalgüï üeiïn σ2/
n∑

t=1
(xt − x) dispersääs baga boloxyg xaruul. Änä n´ Gauss-Markowyn teoremiïg

zörqix üü?
Bodolt. a) Ögögdsön zaaglalyn üed β koäfficientiïn XBK-ünälält n´ sul gi²üün-
güï xos regressiïn zagwaryn ünälälttäï ijil. Ööröör xälbäl,

β̂ =
∑

xtyt∑
x2

t

.
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Änä ünälält xazaïlttaï baïna. Ünäxäär,

E(β̂) = E
(∑

xtyt∑
x2

t

)
=

∑
xt(α + βxt)∑

x2
t

= β + α

∑
xt∑
x2

t

.

b) Ünälältiïn dispers

V(β̂) = V
(∑

xtyt∑
x2

t

)
=

σ2

∑
x2

t

≤ σ2

∑
x2

t − nx2 = V(β̂OLS).

Änä n´ Gauss-Markowyn teoremiïg zörqixgüï. Uqir n´, ünälält xazaïlttaï µm.
Bodlogo 4.8. Süüniï xudaldaa ärxäldäg nägän firmiïn sar tutmyn borluu-
laltyn xämjää Q (m¶n.l), P–ünä (tög.1l) Xüsnägt 4.3–t ögögdöw. Taw, zurgaa,
doldugaar saruudad ug firmiïn näg üïldwärt ajil xa¶lt bolson. Tägwäl Q–iïn
P däärx regressiïn tuslamjtaï:

a) erdiïn saruudtaï xar´cuulaxad, ajil xa¶ltyn üed sul gi²üünd öörqlölt
orson äsäx

b) P regressoryn naluugiïn koäfficient ba sul gi²üüniï xuw´d ²iljilt
garsan äsäxiïg todorxoïl.

Sar Q P Sar Q P

1 98 10.0 8 113 13.0
2 100 11.0 9 116 13.0
3 103 12.5 10 118 13.8
4 105 12.5 11 121 14.2
5 80 14.6 12 123 14.4
6 87 14.6 13 126 15.0
7 94 14.9 14 128 16.1

Xüsnägt 4.3:

Bodolt. Taw, zurgaa, doloodugaar saruudyn ajiglaltuudyg aguulsan büx ögög-
dlöör Q–iïn P däärx regressiïg baïguulbal daraax ür dün garaw:

Xamaaran xuw´sagq: Q
Xuw´sagq Koäfficient St.aldaa t-statistik Magadlal
const 74.819 34.281 2.183 0.0497

P 2.450 2.514 0.975 0.3490
R2 0.0733

Koäfficientuud nölöötäï baïx magadlal baga, mön determinaciïn koäfficient
tägd oïrxon (0.0733) baïgaa n´ regressiïn ür dün muu gädgiïg xälj baïna. Xäräw
ajil xa¶lttaï saruudyn ajiglaltyn utgyg xaswal regressiïn ür dün öör bolno:

Xamaaran xuw´sagq: Q
Xuw´sagq Koäfficient St.aldaa t-statistik Magadlal
const 36.617 8.229 4.450 0.0016

P 5.830 0.617 9.445 0.0000
R2 0.9084
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Änä regressiïn büx koäfficientuud nölöötäï, determinaciïn koäfficient
n´ 0.9–öös ix baïna. Iïmd ögögdsön bodlogyg ²iïdwärläx ilüü toxiromjtoï
arga n´ ajil xa¶ltad xargalzax ajiglaltuudyg xassan üed regressiïg sudlax
¶wdal µm.

a) 1–4 saruudad 0 utga, 8–14 saruudad 1 utga awax (5, 6, 7–r saryn ajiglaltuu-
dyg xassan) D gäsän idäwxgüï xuw´sagqiïg oruul³¶.

Q–iïn P ba D däärx regress daraax ür dün ögnö:
Xamaaran xuw´sagq: Q

Xuw´sagq Koäfficient St.aldaa t-statistik Magadlal
const 57.236 6.458 8.863 0.0000

P 3.849 0.555 6.930 0.0001
D 8.769 1.925 4.554 0.0019
R2 0.9745

D xuw´sagqiïn koäfficient 0.2%-tüw²intd nölöötäï baïj bolox n´ xaragdaj
baïna. Ööröör xälbäl, ajil xa¶ltyn daraa regressiïn sul gi²üünd ²iljilt
garsan gäj üzäx ündäslältäï µm.

b) Asuultyn änä xäsägt xariulaxyn tuld Q–iïn P, D ba P ·D regressoruudaar
baïguulsan regressiïg awq üz´e:

Xamaaran xuw´sagq: Q
Xuw´sagq Koäfficient St.aldaa t-statistik Magadlal
const 73.389 7.932 9.253 0.0000

P 2.444 0.687 3.559 0.0092
D −19.645 11.003 −1.781 0.1182

P ·D 2.667 0.873 2.598 0.0355
R2 0.9745

D xuw´sagqiïn ömnöx β3 koäfficient nölöötäï bus baïna (0.5%–iïn tüw²ind).
Gäwq, H0 : β3 = β4 = 0 taamaglalyg ²algaj üzäxäd F -testiïn xargalzax utga ug
taamaglalyg 0.1%–iïn tüw²ind n¶caana. Ööröör xälbäl, änä zagwaryn xüräänd
ajil xa¶ltyn daraa togtmol ba P xuw´sagqiïn koäfficientod ²iljilt garsnyg
notloj baïna.
Bodlogo 4.9. Xüsnägt 4.4–t ANU–yn 1939–öös 1954 ony xugacaand dotood dax´
xöröngö oruulaltyn xämjää y, dotoodyn niït bütäägdäxüüniï (tärbum.doll) xamt
ögögdöw. Xöröngö oruulalt dotoodyn niït bütäägdäxüünääs xamaarax xamaaral
daïny jilüüdäd (1942–1945 on) änx cagiïnxtaï xar´cuulaxad öörqlögdsön äsäxäd
xariulax täg²itgäliïg zoxioj, ünäl.
Bodolt. Xüsnägtääs ²injilj üzwäl, daïny jilüüdiïg xasaxad x–ääs xamaarax
y–iïn xamaaral ²ugaman bolox n´ ajiglagdaj baïna. Daïny jilüüdäd xargalzax
ajiglaltuud ilärxiï “unaltyg” aguulj baïna. Ajiglaltyn büx utgaar baïguul-
san y–iïn x däärx regress daraax ür dün ögnö:

Xamaaran xuw´sagq: y
Xuw´sagq Koäfficient St.aldaa t-statistik Magadlal
const −14.362 7.543 −1.904 0.0777

x 0.192 0.030 6.368 0.0000
R2 0.7434
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Jil y x Jil y x

1939 9.3 90.8 1947 34.0 232.8
1940 13.1 100.0 1948 45.9 259.1
1941 17.9 124.9 1949 35.3 258.0
1942 9.9 158.3 1950 53.8 286.2
1943 5.8 192.0 1951 59.2 330.2
1944 7.2 210.5 1952 52.1 347.2
1945 10.6 212.3 1953 53.3 366.1
1946 30.7 209.3 1954 52.7 366.3

Xüsnägt 4.4:

Zöwxön änx cagiïn ajiglaltaar baïguulsan regress:

Xamaaran xuw´sagq: y
Xuw´sagq Koäfficient St.aldaa t-statistik Magadlal
const −3.335 4.086 −0.816 0.4334

x 0.167 0.015 10.872 0.0000
R2 0.9220

Xoër regressiïg xar´cuulan üzwäl daïny jilüüdiïn ajiglaltyn utguud erön-
xiï dür zuragt saïn toxiroxgüï baïgaa n´ xaragdana. Xoërdugaar regressd x
xuw´sagqiïn ömnöx koäfficientiïn t-statistik öndör, determinaciïn koäffi-
cient ärs nämägdsän baïna.

Änx ba daïny jilüüdäd xargalzax zagwaruudyn ¶lgaag Qougiïn test xäräglän
ilüü ündäslältäïg xaruulj bolno. Büx ajiglaltyg änx (1939–1941 on, 1946–
1954 on) ba daïny (1942–1945 on) cagiïn gäsän xoër bülägt xuwaaj anxny yt =
β1 +β2xt +εt regressd Qougiïn testiïg a²igla¶. F -statistikiïn xargalzax utga
27.608, P -utga 0.0000 gäj oldono. Änä n´ xoër zagwar dawxcax tuxaï taamaglalyg
n¶caaj baïna.

Änä dügnältiïg Qougiïn testiïg a²iglaxgüïgäär, änx ba daïny jilüüdiïg
¶lgaj ögöx idäwxgüï xuw´sagqiïn tuslamjtaï gargan awq bolno. Daïny jilüüdäd
xargalzax ajiglaltand 1 utga awax, änxiïn cagt 0 utga tus tus awax D xuw´sagqiïg
oruulj ir´e. Tägwäl änxiïn bolon daïny jilüüdäd xargalzax zagwaruud dawxcax
tuxaï taamaglalyg daraax baïdlaar ²algaj bolno: y–iïn regressiïg togtmol ba
x, D, D·x regressoruudaar baïguulj, süüliïn xoër koäfficient xamtdaa nölöötäï
baïx taamaglalyg ²algana. Regressiïn ür düng door xaruullaa:

Xamaaran xuw´sagq: y
Xuw´sagq Koäfficient St.aldaa t-statistik Magadlal
const −3.335 3.836 −0.870 0.4016

x 0.167 0.014 11.583 0.0000
D 14.579 21.763 0.669 0.5162

D · x −0.182 0.111 -1.638 0.1273
R2 0.9541

H0 : β3 = β4 = 0 taamaglalyg ²algaxad F -testiïn utga Qougiïn testäd old-
son F -statistikiïn utgataï ijil 27.608 garna. Süüliïn regressiïn β3, β4 koäf-
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ficientuud tus bürtää nölöötäï bi² bolowq, xamtdaa nölöötäï baïna. Iïmääs
H0 taamaglal n¶caagdana.
Bodlogo 4.10. Xüsnägt 4.5–d ANU–yn näxmäliïn üïldwärüüdiïn 1974 ony näg-
dügäär ulirlaas 1979 ony gurawdugaar ulirlyn bolrluulaltyn xämjää ba or-
logo ögögdjää. Orlogyg borluulaltaas xamaaruulan regress zoxioj, idäwxgüï
xuw´sagq oruulax zamaar ulirlyn nölöö baïgaa äsäxiïg sudal.

Jil Uliral Xudaldaany xämjää Orlogo

1974

I 242.0 13.5
II 269.4 16.3
III 272.1 15.5
IV 277.0 13.4

1975

I 247.1 9.3
II 265.8 12.4
III 271.0 13.2
IV 281.3 14.2

1976

I 284.2 14.8
II 307.6 18.1
III 301.6 16.0
IV 309.8 15.6

1977

I 311.5 15.6
II 338.6 19.7
III 331.7 16.7
IV 346.2 18.4

1978

I 340.2 16.0
II 377.5 22.1
III 376.9 20.4
IV 401.8 22.6

1979

I 406.2 22.6
II 436.4 26.8
III 437.5 24.8

Xüsnägt 4.5: D.Salvatore. Statistics and Econometrics, McGraw-Hill, 1982

Bodolt. Orlogyg borluulaltaas xamaaruulsan grafikaas xaraxad ²ugaman reg-
ressiïn zagwar a²iglax n´ züï ësny baïna. Borluulaltyn xämjääg V OL, xarin
orlogyg INC gäj tämdäglääd, INC = β1 + β2V OL regressiïg ünäl´e:

Xamaaran xuw´sagq: INC
Xuw´sagq Koäfficient St.aldaa t-statistik Magadlal
const −5.056 1.682 −3.006 0.0067
V OL 0.069 0.005 13.503 0.0000
R2 0.8967

Gargan awsan ür dün xar´canguï cöön toony ajiglaltyn xuw´d koäfficien-
tuudyn nölöö öndör baïgaag notolj baïna.
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Ulirlyn nölöög xaruulax QRTit, i = 1, 2, 3, 4 idäwxgüï xuw´sagqdyg oruulj
ir´e. Üünd, xäräw t dügäär ajiglalt i ulirald xargalzax bol QRTit = 1, äsräg
toxioldold QRTit = 0. Odoo INC = β1 + β2V OL + γ1QRT1 + γ2QRT2 + γ3QRT3
regressiïg ünäl´e. Bid QRT4 xuw´sagqiïg regressd oruulaagüï. Uqir n´, “dummy
trap” buµu xuw´sagqid ²ugaman xamaaraltaï boloxod xürnä. Ünändää, QRT1 +
QRT2 + QRT3 + QRT4 ≡ 1 bilää:

Xamaaran xuw´sagq: INC
Xuw´sagq Koäfficient St.aldaa t-statistik Magadlal
const −4.874 1.568 −3.109 0.0061
V OL 0.067 0.005 14.791 0.0000
QRT1 −0.329 0.749 −0.440 0.6655
QRT2 1.767 0.746 2.368 0.0293
QRT3 0.350 0.746 0.470 0.6443

R2 0.9331

Zöwxön QRT2 xuw´sagqiïn ömnöx koäfficient 3%–iïn itgäx tüw²ind tägääs
¶lgaataï bolox n´ xaragdaj baïna. Xarin γ1, γ3 koäfficientuud xamtdaa nölöö-
täï bi². Iïnxüü orlogyn dundaj xälbiïlt zöwxön xoërdugaar ulirald garax
bolomjtoï µm. INC–iïn V OL ba QRT2 däärx regressiïn ünälält daraax baïd-
laar oldono:

Xamaaran xuw´sagq: INC
Xuw´sagq Koäfficient St.aldaa t-statistik Magadlal
const −5.096 1.421 −3.585 0.0018
V OL 0.068 0.004 15.610 0.0000
QRT2 1.750 0.570 3.069 0.0061

R2 0.9298

Odoo xoërdugaar uliral V OL xuw´sagqiïn ömnöx β2 koäfficientod nölöölöx
üü? gäsän asuult taw´¶. Üüniï tuld

INC = β1 + β2V OL + γ2QRT2 + δ2QRT2 · V OL

regressiïg ünäläx xärägtäï:

Xamaaran xuw´sagq: INC
Xuw´sagq Koäfficient St.aldaa t-statistik Magadlal
const −4.501 1.701 −2.647 0.0159
V OL 0.066 0.005 12.611 0.0000
QRT2 −0.359 3.250 −0.110 0.9137

QRT2 · V OL 0.006 0.010 0.659 0.5179
R2 0.9298

Xädiïgäär γ2, δ2 koäfficient tus bür nölöötäï bi² bolowq, H0 : γ2 = δ2 = 0
taamaglalyg ²algaxad xargalzax F -statistikiïn utga 4.720 ba P -utga 0.0207
garsan n´ H0 taamaglalyg 2%–iïn tüw²ind n¶caaj baïna. Xäräw zöwxön V OL
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ba QRT2 · V OL regressoruudaar INC–iïn regressiïg baïguulbal QRT2 · V OL–
iïn koäfficient 1%–iïn tüw²ind nölöötäï. Iïmd INC–iïn V OL däärx regres-
siïn xuw´d xoërdugaar uliral V OL xuw´sagqiïn koäfficient bolon sul gi²üünd
nölöölnö gäj dügnäj bolno.
Bodlogo 4.11. ANU–yn 1964–öös 1979 ony importyn xämjää y (tärbum.doll),
ündäsniï niït bütäägdäxüün x1 (tärbum.doll), xäräglägqiïn üniïn indeks x2 Xüs-
nägt 4.6–t ögögdöw.

Jil y x1 x2 Jil y x1 x2

1964 28.4 635.7 92.9 1972 75.9 1171.1 125.3
1965 32.0 688.1 94.5 1973 94.4 1306.6 133.1
1966 37.7 753.0 97.2 1974 131.9 1412.9 147.7
1967 40.6 796.3 100.0 1975 126.9 1528.8 161.2
1968 47.7 868.5 104.2 1976 155.4 1702.2 170.5
1969 52.9 935.5 109.8 1977 185.8 1899.5 181.5
1970 58.5 982.4 116.3 1978 217.5 2127.6 195.4
1971 64.0 1063.4 121.3 1979 260.9 2368.5 217.4

Xüsnägt 4.6: D.Salvatore. Statistics and Econometrics, McGraw-Hill, 1982

a) x1, x2 xuw´sagqdyn xoorondox tüüwriïn korrel¶ciïn koäfficientiïg ol.
b) y–iïn x1 däärx regressiïg ünäl.
w) y–iïn x2 däärx regressiïg ünäl.
g) y–iïn x1, x2 däärx regressiïg ünäl.
Däärx ür düngüüdiïg xärxän taïlbarlaj bolox wä? Zöwxön b) äswäl w) regres-

säär x¶zgaarlaj bolox uu?
Bodolt. a) x1 ba x2 xuw´sagqdyn xoorondox tüüwriïn korrel¶ciïn koäfficien-
tiïg ²uud bodoxod 0.997 baïna. Änä öndör utga, x1, x2 gäsän taïlbarlagq xuw´sag-
qiïg nägän zäräg aguulax regress mul´tikollinear ²injtäï boloxyg xaruulna.

b), w) Door y–iïn x1 bolon x2 däärx (mön togtmol) regressüüdiïn ür düng
üzüüllää.

Xamaaran xuw´sagq: y
Xuw´sagq Koäfficient St.aldaa t-statistik Magadlal
const −69.027 5.750 −12.004 0.0000
x1 0.134 0.004 31.866 0.0000
R2 0.9864

Xamaaran xuw´sagq: y
Xuw´sagq Koäfficient St.aldaa t-statistik Magadlal
const −146.516 8.335 −17.579 0.0000
x2 1.824 0.060 30.795 0.0000
R2 0.9855

Xoër regressiïn ür dün xoëulaa öndör baïna. Ööröör xälbäl x1, x2 xuw´sagqid
tus bürtää y–iïn öörqlöltiïg saïn taïlbarlana gäsän üg.
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g) y–iïn togtmol bolon x1, x2 däär baïguulsan regress:

Xamaaran xuw´sagq: y
Xuw´sagq Koäfficient St.aldaa t-statistik Magadlal
const −101.489 33.080 −3.068 0.0090
x1 0.079 0.560 1.403 0.1839
x2 0.759 0.761 0.996 0.3372
R2 0.9874

Koäfficientuudyn nölöö ärs unaj baïgaa ¶wdal bol regressoruudyn xoorond
xüqtäï mul´tikollinear ²inj baïgaataï xolbootoï µm.

Xäräw y xuw´sagqiïn utgand prognoz xiïx ²aardlagataï bol b) äswäl w)–d ol-
son duryn regressiïg a²iglaj bolno. Uqir n´, koäfficientuudyn nölöö öndör,
determinaciïn koäfficient R2–yn utga ix baïgaa ¶wdal n´ prognozyn nariïn
utga gargaj awax xangalttaï ²altgaan µm. Gäwq, x1, x2 xüqin züïlüüdiïn y–d
nölöölöx nölöög ünäläx ²aardlagataï bol xädiïgäär ünälältiïn nariïwqlal baga
xädiï q g) regressiïg a²iglaxad xürnä.
Bodlogo 4.12. Xüsnägt 4.7–d todorxoï xugacaany tur²id 15 firmiïn üïldwär-
läsän bütäägdäxüün Q, xödölmör zarcuulalt L, xöröngö oruulalt K ögögdjää.

Firm Q L K Firm Q L K

1 2350 2334 1570 9 2550 2446 1880
2 2470 2425 1850 10 2450 2403 1790
3 2110 2230 1150 11 2290 2301 1480
4 2560 2463 1940 12 2160 2253 1240
5 2650 2565 2450 13 2400 2367 1660
6 2240 2278 1340 14 2490 2430 1850
7 2430 2380 1700 15 2590 2470 2000
8 2530 2437 1860

Xüsnägt 4.7:

a) Ädgäär ögögdlüüdäär Kobb-Duglasyn üïldwärläliïn Q = αLβ1Kβ2 funkciïg
ünälj, determinaciïn koäfficient, determinaciïn zaswarlagdsan koäfficient
ba ln L, lnK–iïn xoorondox tüüwriïn korrel¶ciïn koäfficientiïg tus tus ol.

b) ln Q–iïn regressiïg zöwxön lnK–aar baïguul.
Garsan ür düngüüdiïg xärxän taïlbarlax wä?

Bodolt. a) Kobb-Duglasyn Q = αLβ1Kβ2 funkciïg logarifmqla¶. Tägwäl ln Q =
ln α + β1 ln L + β2 lnK bolox ba änä regressiïn ünälält daraax ür dün ögnö:

Xamaaran xuw´sagq: ln Q

Xuw´sagq Koäfficient St.aldaa t-statistik Magadlal
const 0.501 4.480 0.112 0.9129
lnL 0.758 0.707 1.071 0.3052
lnK 0.188 0.139 1.356 0.2001
R2 0.9689



4.5 Batatgax dasgal, bodlogo 73

Determinaciïn zaswarlagdsan koäfficientiïg

R2
adj = 1− (1−R2)

n− 1
n− k

tom³ëogoor olbol R2
adj = 0.9637 (§ 3.4).

lnL, lnK regressoruudyn tüüwriïn korrel¶ciïn koäfficient 0.992 baïgaa n´
β1, β2 koäfficientuud nölöötäï bi² baïx ²altgaan bolno (ömnöx 4.11 bodlogyn
adil).

b) lnQ–iïn lnK däärx regress:

Xamaaran xuw´sagq: lnQ

Xuw´sagq Koäfficient St.aldaa t-statistik Magadlal
const 5.297 0.130 40.778 0.0000
ln K 0.335 0.017 19.192 0.0000
R2 0.9659

Änä regressiïn koäfficientuud nölöötäï bögööd determinaciïn koäfficient n´
ömnöx regressiïn determinaciïn koäfficientoos bagaar ¶lgagdaj baïna.

Mön ömnöx Bodlogo 4.11–yn adil zöwxön ln K (äswäl ln L) xuw´sagqaar baïguul-
san ln Q–iïn regressiïg prognoz xiïx zorilgoor a²iglaj bolno. Gäwq üïldwärlä-
liïn mädrämjiïg xödölmör ba xöröngö oruulaltaas xamaaruulan todorxoïloxod
ug xoër xuw´sagqiïg aguulsan regressiïg zaïl²güï awq üzäx ²aardlagataï bögööd
mul´tikollinear ²injääs ²altgaalan ädgäär mädrämjiïn ünälält bagagüï aldaa-
taï olddog. Mul´tikollinear ²injiïg dawan tuulax bolomjit arguudyn nägiïg
daraagiïn Bodlogo 4.13–d awq üzäx bolno.
Bodlogo 4.13. Xäräw üïldwärläliïn funkc togtmol ögööjtäï (β1 + β2 = 1) bol
Bodlogo 4.12–d tulgarsan mul´tikollinear ²injiïg dawan tuulj bolox uu?
Bodolt. Bodlogo 4.12–yn a)–d buï ln Q = ln α+β1 ln L+β2 ln K regressiïn xuw´d
H0 : β1 + β2 = 1 taamaglalyg ²alga¶. Tägwäl F -statistikiïn utga 0.009, P -utga
0.9255 garna. Ööröör xälbäl, änä taamaglalyg n¶caaxgüï. Anxny täg²itgäld
β2 = 1− β1 orluulga ba x¶lbar xuwirgalt xiïwäl

ln
Q

K
= lnα + β1 ln

L

K

täg²itgäld xürnä. Änä täg²itgäld ünäl´e:

Xamaaran xuw´sagq: ln Q/K

Xuw´sagq Koäfficient St.aldaa t-statistik Magadlal
const 0.073 0.008 9.261 0.0000

ln L/K 0.825 0.021 39.812 0.0000
R2 0.9919

Ändääs xaraxad regressiïn qanar saïjirsan ba β1 +β2 = 1 gäsän zaaglal oruu-
lax n´ tuxaïn toxioldold mul´tikollinearaas zaïlsxiïx bolomjiïg olgoloo.
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Bodlogo 4.14. Tömörlögiïn üïldwäriïn niït bütäägdäxüün gargalt Q/L calin-
giïn tüw²in W–aas xamaarax tuxaï taamaglalyg ²algaxdaa uls xoorondyn ajig-
laltaas oldson

ln
Q

L
= 0.374 + 0.805

(0.049)
W + e, R2 = 0.929

regress däär tulguurlajää (xaaltand standart aldaag zaaw).
a) Ug taamaglalyg ²alga.
b) Ür a²giïn üzüülält n´ uls oron bürt xariclan adilgüï. Däärx zagwart

a²giïn üzüülältiïg toocoogüï µm. Iïmd zagwar todorxoïloxod aldaa garsan gäj
üzäj bolno. Ingäj üzäx n´ bidniï dügnältäd ¶mar nölöö üzüüläx wä? Ür a²giïn
üzüülält bol niït bütäägdäxüün garaltad nölöölöx bögööd calingiïn xämjäätäï
äeräg korrel¶c xamaaraltaï µm.
Bodolt. a) Ögögdsön nöxcöliïg ögüülbäriïg ²algaxdaa H0 : β2 = 0 taamaglalyg
a²iglana. Bidänd ajiglaltyn too n ögögdöögüï. Xädiï tiïm bolowq, β2 koäf-
ficientiïn t-statistikiïn kwadrat manaï toxioldold (3.31) statistikiïn k = 2
üeiïn utgataï dawxcana:

t22 =

(
β̂2

σ̂bβ2

)2

=
R2

1−R2
(n− 2).

Änä ilärxiïllääs n–iïg olbol:

n = 2 + t2
1−R2

R2
.

Xäräw t2 = (0.805/0.049)2 = 16.4292 = 269.900, R2 = 0.929 boloxyg xargalzan
üzwäl n = 23 bolno. t = 16.429 utgyg t0.95(21) = 2.080–taï xar´cuulan üzwäl
H0 : β2 = 0 taamaglal n¶caagdana. Ööröör xälbäl, awq üzäj buï zagwaryn xüräänd
niït bütäägdäxüün gargalt calingiïn zardlaas xamaarna.

b) Zardal ba niït bütäägdäxüün gargalttaï nägän zäräg äeräg korrel¶c xamaa-
raltaï ²inä ül xamaarax xuw´sagqiïg zagwart nämj oruulsnaar (tuxaïn toxiol-
dold, ür a²giïn tüw²ing ilärxiïläx toon üzüülält) W–iïn ömnöx koäfficien-
tiïn ünälältiïg buuruulax, ulmaar tüüniïg nölöötäï bi² bolgox n´ biï.
Bodlogo 4.15. Uliral tutmyn ajiglalt däär tulguurlan xamgiïn baga kwadra-
tyn argaar

yt = β1 + β2dt2 + β3dt3 + β4dt4 + β5xt + εt

zagwaryg ünäljää. Änd, dti, i = 2, 3, 4 n´ ulirluudad xargalzax idäwxgüï xuw´sag-
qid. Ööröör xälbäl, t n´ xoërdugaar uliral bol dt3 = 1, äsräg toxioldold dt2 = 0,
üüniï adil t n´ gurawdugaar uliral bol dt2 = 1, äsräg toxioldold, dt3 = 0 gäx
mät.

a) �mar uqraas dt1 xuw´sagqiïg zagwart oruulaagüï wä?
b) β̂5 ünälält y∗t = α + βx∗t + ut regressiïn XBK-ünälälttäï dawxcana gäd-

giïg üzüül. Änd, y∗t n´ yt–iïn dt2, dt3, dt4 ba togtmoloor baïguulsan regressiïn
üldägdäl, mön x∗t n´ xt–iïn dt2, dt3, dt4 ba togtmoloor baïguulsan regressiïn
üldägdäl.



4.5 Batatgax dasgal, bodlogo 75

Bodlogo 4.16. Daraax täncätgäliïg batal ((4.8)–iïg üz).

r(y, x1|x2) =
r(y,x1)− r(y, x2)r(x1, x2)√
1− r(x1, x2)

√
1− r(y,x2)

Bodlogo 4.17. (4.21) ba (4.22) tom³ëonuud äkwiwalent gädgiïg batal.
Bodlogo 4.18. Ünän zagwar

yt = β1xt1 + β2xt2 + εt,

E(εt) = 0, E(ε2
t ) = σ2, E(εtεs) = 0, t 6= s, t = 1, . . . , n.

xar´caanuudaar ögögdsön baïg. Änä zagwar dax´ β1 parametriïn XBK-ünälältiïg
β̂1 gäj tämdägläe. Xarin β̂∗1 n´ ug parametriïn zöwxön x1 xuw´sagqiïn xuw´ dax´
XBK-ünälält baïg.

a) Daraax
MSE(β̂∗1)

MSE(β̂1

= 1 + r2
12(t

2
2 − 1)

täncätgäliïg batal. Üünd,

r2
12 =

(
∑

x1x2)2∑
x2

1

∑
x2

2

=
(x′1x2)2

x′1x1x′2x2
, t22 =

β2
2

V(β̂2)
.

b) β̃1 = λβ̂1 + (1 − λ)β̂∗1 xolimog ünälältiïg awq üz´e. λ parametriïn ¶mar
utgand MSE(β̃1) xamgiïn baga utgandaa xüräx wä?
Bodlogo 4.19. Regressiïn zagwar (ünän)

yt = βxt + γzt + εt,

E(εt) = 0, E(ε2
t ) = σ2

ε , E(εtεs) = 0, t 6= s, t = 1, . . . , n.

xar´caanuudaar ögögdsön baïg. Xäräw x xuw´sagq aldaataï ajiglagdsan bol reg-
ressiïn zagwart wt = xt+ut xämjigdxüüniïg a²iglaj bolox ba u aldaa E(ut) = 0,
E(u2

t ) = σ2
u, t 6= s üed E(utus) = 0 ba duryn s, t–iïn xuw´d E(utεs) = 0 gäsän

nöxcölüüdiïg xangana gäj üznä.
y–iïn regressiïg xoër ¶nzaar, nägdügäärt z, xoërdugaart z, w wektoruudaar

baïguul. Xoërdugaar regressiïn γ parametriïn ünälältiïn xazaïlt äxniï reg-
ressiïnxääs baga boloxyg üzüül.
Bodlogo 4.20. Xuw´sagqid n´ tüüwriïn dundjaas xazaïx xazaïltaaraa ilär-
xiïlägdsän regressiïn zagwar ögögdsön baïg:

yt = β1xt1 + β2xt2 + εt, t = 1, . . . , n.

Ööröör xälbäl y = x1 = x2 = 0.
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a) Xamgiïn baga kwadratyn argaar olson β̂1, β̂2 ünälältüüdiïn dispers ba
kowariac

V(β̂1) =
σ2

n∑
t=1

x2
t1(1− r2

12)
, V(β̂2) =

σ2

n∑
t=1

x2
t2(1− r2

12)
,

Cov(β̂1, β̂2) =
−σ2r12

(1− r2
12)

√
n∑

t=1
x2

t1

n∑
t=1

x2
t2

boloxyg xaruul. Üünd, r12 n´ x1 ba x2 xuw´sagqdyn xoorondox tüüwriïn korrel¶-
ciïn koäfficient:

r12 =

n∑
t=1

xt1xt2

√
n∑

t=1
x2

t1

n∑
t=1

x2
t2

.

b) r12 = 0 üed dispersüüd ba kowariaciïn koäfficient µutaï täncüü baïx wä?
Änä n´ mul´tikollinear ²injtäï ¶aj xolbogdox wä?

w) V(β̂1), V(β̂2) dispersüüdiïn xar´caag ol (0 < r12 < 1 zawsart).
g) r12 n´ 0 < r12 < 1 zawsart ösöxöd Cov(β̂1, β̂2) kowariac ba β̂1, β̂2 koäfficien-

tuudyn 95%–iïn itgäx zawsar ¶mar tölöwtäï baïx wä?
Bodlogo 4.21. Olon xämjääst regressiïn y = Xβ + ε standart zagwar ögögdsön
bögööd β̂ n´ β wektoryn XBK-ünälält baïg.

a) Xäräw β wektor Rβ = r ²ugaman zaaglalyg xangax n´ mädägdäj baïgaa
bol β wektoryn ilüü ärqimtäï ünälält gargan awaxyn tuld β̂ ünälältiïg xärxän
a²iglax wä?

b) yt = α + βxt1 + γxt2 + εt zagwaryn xuw´d n = 100 ajiglaltaar daraax
ögögdlüüdiïg (xargalzax xuw´sagqdyn ürjwäriïn niïlbär) gargan awqää.

y − y x1 − x1 x2 − x2

y − y 2000 100 90
x1 − x1 100 10 5
x2 − x2 90 5 5

H0 : 5β = γ taamaglalyg H1 : 5β 6= γ gäsän örsöldögq taamaglalyn nöxcöld
²alga.
Bodlogo 4.22. Xamgiïn baga kwadratyn argaar y = α̂ + β̂x + e ba y = α̂∗ +
β̂∗x + γ̂∗z + u gäsän xoër zagwar todorxoïlogdson baïg. Änd, e, u n´ xargalzax
regressüüdiïn üldägdäl. �mar ündäsläläär daraax nöxcölüüd bieläx wä?:

a) β̂ = β̂∗;
b)

∑
u2

t ≤
∑

e2
t ;

w) β̂ ünälält 5%–iïn tüw²ind nölöötäï, xarin β̂∗ ünälält 5%–iïn tüw²ind
nölöötäï bi²;

g) β̂∗ ünälält 5%–iïn tüw²ind nölöötäï, xarin β̂ ünälgää 5%–iïn tüw²ind
nölöötäï bi².
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Bodlogo 4.23. Olon xämjääst standart y = Xβ + ε regressiïn zagwar ögögdsön
baïg.

a) β wektoryn XBK-ünälältiïn kowariaciïn matricyg X ′X matricyn xuwiïn
utga ba xuwiïn wektoryn xäläär ilärxiïl.

b) a)–d gargasan ür dün mul´tikollineartaï xärxän xolbogdoj baïgaag taïl-
barla.





Büläg 5

Olon xämjääst regressiïn
zarim örgötgölüüd

Änä bülägt songodog regressiïn sxemiïg xoër qigläld örgötgönö. Äxniïx n´ ül
xamaarax xuw´sagqdyg sanamsargüï xämjigdäxüün gäj awax ba regressoruudyn
X matric aldaany ε wektortoï korrel¶c xamaaralgüï bol ül mädägdäx para-
metrüüdiïn wektoryn XBK-ünälält n´ standart zagwar dax´ XBK-ünälältiïn
ündsän qanaruudyg xadgalna.

Xoër dax´ qigläl n´ aldaany ε wektoryn kowariaciïn matric σ2In gäsän
skal¶r xälbärtäï baïx albagüï toxioldold ²ugaman zagwaryg awq üzäx ¶wdal µm.
Ööröör xälbäl, Ω n´ äeräg todorxoïlogdson, täg² xämt, duryn matric baïx tox-
ioldlyg awq üznä.

Anxny sistemiïg ²ugaman xuwirgaltyn tuslamjtaï erdiïn regressiïn täg-
²itgäld ²iljüülj, tüüniï koäfficientuudyn wektoryn XBK-ünälältiïg baï-
guulj bolno. Änä ünälält ε aldaany kowariaciïn matricaas xamaarax ba ünäläx
argyg xamgiïn baga kwadratyn örgötgösön (XBKÖ) arga gänä. (Generalized Least
Squares, GLS). XBKÖ-ünälältiïn xuw´d Gauss-Markowyn teoremiïg tom³ëolj
bolox ba änä ünälält büx xazaïltgüï ²ugaman ünälältiïn angid xamgiïn baga
kowariaciïn matrictaï baïna gäj bataldag. Xamgiïn baga kwadratyn örgöt-
gösön arga regressiïn zagwaryn zarim quxal angiudyg sudlax nägdsän argaqlal
bolj ögnö. Tuxaïlbal, geteroskedastik buµu Ω matric diagonal xälbärtäï bögööd
gol diagonaliïn älementüüd n´ ¶lgaataï baïx zagwaruud, mön ajiglaltuud xuga-
caany cuwaa üüsgäx ba aldaanuud n´ xugacaany xuw´d korrel¶ctaï baïx zagwaruud
gäx mät. Änä tuxaïd Büläg 6–d sudalna. Äcäst n´ tämdägläxäd, XBKÖ-ünälält
baïguulaxad Ω matricyg mädäj baïx ²aardlagataï xädiï q bodit baïdal däär
ünändää ül mädägdänä. Änä ²altgaanaar praktikt xamgiïn baga kwadratyn örgöt-
gösön argyg a²iglaxad xündräl uqirdag. Üüntäï u¶ldan XBK-yn, nämält nöx-
cöltäï örgötgösön arga (Feasible Generalized Least Squares) xärägläx asuudal tul-
garna. Änä tuxaï Büläg 7–d awq üznä.
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5.1 Stoxastik regressoruud

Ömnöx xäsgüüdäd ül xamaarax xuw´sagqdyg (X matric) sanamsargüï bi² gäj
üzäj irsän. Änä nöxcöl ¶magt bieläx albagüï. Ji²äälbäl, olonx toxioldold
ül xamaarax xuw´sagqdyg xämjixäd sanamsargüï aldaa garna. Üünääs gadna, xu-
gacaany cuwaag ²injläx ¶wcad sudalj buï xämjigdäxüüniï xugacaany t ag²in
dax´ utga ömnöx ag²ny utgaasaa xamaarq bolno. Ööröör xälbäl, ädgäär utga
zarim täg²itgäld ül xamaarax, zarim täg²itgäld xamaaran xuw´sagqiïn (lagtaï
xuw´sagq büxiï zagwar) üüräg güïcätgänä. Iïm uqraas stoxastik regressoruudtaï
zagwar awq üzäx ²aardlaga gardag.

Änd sanal bolgoj buï xandlaga n´ ünän qanartaa, songodog regressiïn XBK-
ünälältiïn ündsän büx qanaryg xadgalax bolomjiïg olgoj baïgaa µm. Stoxastik
regressoruudyn sistemd tawigdax nöxcöl, standart zagwaryn zaaglaluudyg barag
ügqlän dawtax bögööd regressoruudyg zöwxön ²uud bus, nöxcölt (bäxlägdsän X)
utgaar oïlgono. Bid un²igq tanyg nöxcölt tarxalt, nöxcölt matematik dund-
jiïn tuxaï door a²iglagdax x¶lbar qanaruudyg mädnä gäj naïdaj baïna.

Ömnöxiïn adil
y = Xβ + ε

zagwaryg awq üz´e. Üünd, y–xamaaran xuw´sagqdyn n × 1 wektor, X–ül xamaarax
xuw´sagqdyn n× k xämjääst matric, ε–aldaany sanamsargüï n× 1 wektor. X ma-
tricyn älementüüdiïg sanamsargüï gäj toocox bögööd daraax nöxcölüüd bieldäg
gäe.

1) E(ε|X) = 0,

2) V(ε|X) = σ2I,

3) �marq toxioldold X matric k rangtaï (1 magadlaltaïgaar).
Änd E(ε|X) n´ bäxlägdsän X matricyn xuw´d sanamsargüï ε wektoryn nöxcölt

matematik dundaj, V(ε|X) = E(εε′|X) n´ änä wektoryn nöxcölt kowariaciïn
matric. 1) ba 2) nöxcöl

1′) E(y|X) = Xβ,

2′) V(y|X) = σ2I nöxcölüüdtäï äkwiwalent gädgiïg tämdägläe.
Aliwaa X matricyn xuw´d 3) nöxcöl ësoor β wektoryn XBK-ünälält or²in

baïx bögööd tär n´ β̂OLS = β̂ = (X ′X)−1X ′y baïg. Mön e = My üldägdliïn wek-
tor, σ2 = e′e/(n− k) dispersiïn ünälält, β̂–iïn kowariaciïn matricyn ünälält
V̂(β̂) = σ2(X ′X)−1 bol

E(β̂|X) = E(β + (X ′X)−1X ′ε|X) = β + E((X ′X)−1X ′ε|X)

= β + (X ′X)−1X ′E(ε|X) = β,

V(β̂|X) = V((X ′X)−1X ′y|X) = (X ′X)−1X ′V(y|X)X(X ′X)−1

= σ2(X ′X)−1,

E(e|X) = E(My|X) = ME(y|X) = MXβ = 0,

V(e|X) = V(My|X) = MV(y|X)M ′ = σ2M .
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Ändääs

E(e′e|X) = σ2tr(M), E(σ̂2|X) = σ2,

E(V̂(β̂)|X) = E(σ̂2(X ′X)−1|X) = E(σ̂2|X)(X ′X)−1

= σ2(X ′X)−1

baïx n´ mördnö. Iïnxüü β̂, σ̂2 ba V̂(β̂) n´ nöxcölt xazaïltgüï baïna. Mön nöx-
cölt matematik dundjiïn qanar bolox dawxar dundjiïn dürmiïg a²ilan ädgäär
ünälältiïg nöxcölt bus xazaïltgüï gädgiïg xaruulj bolno:

E(β̂) = E(E(β̂|X)) = E(β) = β,

E(σ̂2) = E(E(σ̂2|X)) = σ2,

E(V̂(β̂)) = E(E(V̂(β̂)|X)) = σ2E((X ′X)−1) = V(β̂) (5.1)

Gauss-Markowyn teoremiïn xuwilbaryg däärxiïn adil batlaxad töwöggüï. Ööröör
xälbäl β wektoryn ²ugaman bögööd nöxcölt xazaïltgüï büx ünälältüüdiïn dotor
tüüniï XBK-ünälält xamgiïn baga nöxcölt kowariaciïn matrictaï baïna. Iïmd
1), 2), 3) nöxcölüüd bieläx üed stoxastik regressor büxiï zagwaryn XBK-ünälält,
songodog zagwaryn XBK-ünälälttäï adil qanaryg xangana.

1), 2) nöxcöl X ba ε wektoryn xamtyn tarxalttaï xolbootoï bögööd tux-
aïn toxioldold 1) nöxclöös tädgäär n´ xoorondoo korrel¶c xamaaralgüï gädäg
n´ mördnö. Ünäxäär, E(ε) = E(E(ε|X)) = 0 tul Cov(xij , εm) = E(xij · εm) =
E(E(xij · εm|X)) = E(xijE(εm|X)) = 0 ba urwuu ögüülbär ünän baïx albagüï. Gäwq
X ba ε xamaaralgüï bögööd E(ε) = 0, E(εε′) = σ2I bol 1), 2) bielänä.

Äcäst n´ XBK-ünälält zoximjtoï äsäx tuxaï asuudal däär togt³ë. Para-
metriïn ünälält zoximjtoï baïna gädäg n´ tüüniï magadlalyn x¶zgaar ajiglal-
tyn too nämägdäxäd parametriïn jinxänä utga ruu tämüülnä gäsän üg. Ööröör
xälbäl, p lim

n→∞ β̂ = β x¶zgaar bieläx üed nöxcliïg tom³ëolno gäsän üg. Ingääd
n →∞ baïg (n n´ ajiglaltyn too bögööd n nämägdäxäd y, ε wektoruudyn xämjääs,
X matricyn möriïn too ixäsäx ba xarin β̂ wektoryn xämjääs k xäwäär üldänä).
Daraax älementar xuwirgaltyg xiïe:

β̂ = (X ′X)−1X ′y = β + (X ′X)−1X ′ε

= β +
(

1
n

X ′X
)−1 (

1
n

X ′ε
)

. (5.2)

Daraax nöxcölüüd bieldäg gäe.
4) p lim

n→∞ 1/nX ′X = A x¶zgaar oldood, A matric äeräg todorxoïlogson baïx,
5) p lim

n→∞ 1/nX ′ε = 0 baïx.
Tägwäl Sluckiïn teorem ësoor p lim

n→∞ β̂ = β baïna. Ööröör xälbäl β̂ ünälält
zoximjtoï. Zarim toxioldold 4), 5) nöxcölüüdiïg x¶lbarxan ²algaj bolno.
Ji²äälbäl, X matricyn mörüüd ül xamaarax bögööd ijil tarxalttaï; al-
daany wektor ε nägän ijil tarxalttaï ül xamaarax komponentuudaas togtdog;
Eε = 0; X ba ε xamaaralgüï baïg. Todruulj xälbäl, ajiglalt bürt taïlbarlagq
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xuw´sagq näg äx olonlogoos utgaa awax ba ajiglaltuud xoorondoo ül xamaarax,
mön sanamsargüï aldaanaas xamaardaggüï baïg. aij = E(xtixtj), i, j = 1, . . . , k
gäj tämdägläe. (ädgäär toonuud t dugaaraas xamaaraxgüï, uqir n´ X matricyn
mörüüd nägän ijil tarxalttaï). A = (aij) baïg. Iïmd ix toony xuul´ ësoor
p lim

n→∞(1/n)X ′X = A. Xäräw mörüüdiïn tarxalt Rk ogtorguïn ¶mar näg giper-
xawtgaï däär töwlöröxgüï bol A matric äeräg todorxoïlogdono. Üünqlän, X ba
ε xamaaralgüï tul p lim

n→∞
1
nX ′ε = E(xtiεt) = 0. X ba ε korrel¶c xamaaraltaï

üed (5.2) ilärxiïllääs XBK-ünälält xazaïlttaï, zoximjtoï bi² gäj mördöxiïg
tämdägläe.

Sanamj 5.1.1. 1), 2), 3) x¶zgaarlaltuudyn xüräänd XBK-ünälält zoximjtoï baïx
xürälcäätäï nöxcöl bol A matricyn tuxaï 4) nöxcöl µm. Uqir n´ (5.1) ësoor
n →∞ üed

V(β̂) = σ2E((X ′X)−1) =
1
n

σ2E

((
1
n

X ′X
)−1

)
→ 0.

Iïmd p lim
n→∞ β̂ = β.

Daraax dügnältüüdiïg xiïj bolno:

1. Xäräw regressiïn zagwaryn taïlbarlagq xuw´sagqid sanamsargüï bögööd 1)–
3) nöxcöl bielj baïwal XBK-ünälält ba tüüntäï xolbootoï statistikuud
nöxcölt q, nöxcölt bus q xazaïltgüï baïna.

2. Gauss-Markowyn teoremiïn nöxcölt xuwilbar bielnä.

3. 4), 5) nöxcölüüd bieläx üed XBK-ünälält zoximjtoï. Tuxaïn toxioldold
taïlbarlagq xuw´sagqdyn ajiglaltyn utguud näg äx olonlogoos awagdax ba
aldaanuud xamaaralgüï, ijil tarxalttaï, regressoruudaas ül xamaarax üed
q zoximjtoï.

4. Xäräw regressoruud zagwaryn aldaataï korrel¶c xamaaraltaï baïwal XBK-
ünälält erönxiï toxioldold xazaïlttaï, zoximjtoï bi² µm.

5.2 Xamgiïn baga kwadratyn örgötgösön arga
Songodog regressiïn zagwart tawigdax näg ²aardlaga bol sanamsargüï aldaanuud
xoorondoo korrel¶c xamaaralgüï bögööd togtmol disperstäï baïx ¶wdal bilää.
Ajiglalt xiïj buï ob³ektuud xangalttaï nägän törliïn, xoorondoo ärs ¶lga-
raxgüï üed iïm ²aardlaga taw´j bolox µm. Gäwq olon toxioldold änä n´ boditoï
bi². Ji²ää n´ örxüüdiïn xünsniï zardlyg niït orlogoos n´ xamaaruulan sud-
laxad, öndör orlogotoï örxiïn zardal xät ix baïdag. Änä n´ xamaaran xuw´sagq-
dyn buµu sanamsargüï aldaany dispers togtmol bi² gädgiïg xaruulj baïna. Iïm
üzägdliïg äkonometrikt aldaany geteroskedastik gäj närlädäg. Üünääs gadna,
xugacaany cuwaany ²injilgäänd ma² cöön toxioldold ajiglalt xugacaataï
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korrel¶c xamaaralgüï gäj toocdog. Sudalj buï xämjigdäxüüniï xugacaany tux-
aïn ag²in dax´ utga xugacaany öngörsön ag²ind baïsan tüüniï utgataï statis-
tik xamaaraltaï bol aldaanuudyn xoorond korrel¶c xamaaral baïgaag ilärx-
iïlnä. Iïmd V(ε) = σ2I nöxclöör x¶zgaarlagdaagüï regressiïn zagwaryg sudlax
²aardlagataï µm.

Änä xäsägt regressiïn örgötgösön zagwar gäj närlägdäx

y = Xβ + ε (5.3)

zagwaryg awq üznä. Üünd, y–xamaaran xuw´sagqdyn n× 1 wektor, X–ül xamaarax
xuw´sagqdyn n×k xämjääst matric, β–ül mädägdäx parametrüüdiïn n×1 wektor,
ε–sanamsargüï aldaany n× 1 wektor. Mön

1) X matric sanamsargüï bi², rang n´ güïcäd,
2)Eε = 0,

3) V(ε) = Ω, Ω–äeräg todorxoïlogdson matric baïg. Ööröör xälbäl örgötgösön
zagwar songodog zagwaraas 3) nöxclöör ¶lgagdana.

1. Xamgiïn baga kwadratyn arga. (5.3) sistemd xamgiïn baga kwadratyn argyg
xärägläj bolno. Tägwäl β wektoryn XBK-ünälält n´ β̂OLS = β̂ = (X ′X)−1X ′y,
regressiïn üldägdliïn wektor e = My = (I −X(X ′X)−1X ′)y. Iïmd

E(β̂) = β − (X ′X)−1X ′E(ε) = β

buµu β̂ xazaïltgüï,

V(β̂) = X ′X)−1X ′V(yX)(X ′X)−1 = (X ′X)−1X ′ΩX(X ′X)−1,

E(e) = ME(y) = 0, V(e) = MΩM ′ = MΩM .

Üldägdlüüdiïn kwadratyn niïlbäriïn xuw´d matematik dundaj n´ ((3.13)–yg
üz)

E(e′e) = tr(MΩM) = tr(M2Ω) = tr(MΩ).

Uqir n´ M2 = M , M ′ = M ba MX = 0 bilää. Ändääs,

E(σ2) = E
e′e

n− k
=

tr(MΩ)
n− k

.

Xäräw ingäj, kowariaciïn V(β̂) matricyn ünälältiïn orond V̂(β̂) = σ̂2(X ′X)−1

gäsän standart ünälältiïg awbal E(V̂(β̂)) = (1/(n − k))tr(MΩ)(X ′X)−1 bolj
erönxiï toxioldold V(β̂) matrictaï ül dawxcana. Iïmd β̂ wektoryn kowariaciïn
matricyn ünälält erdiïn xamgiïn baga kwadratyn arga a²iglaj buï üed xazaïlt-
taï baïna.

Ömnöx § 5.1 züïld xiïsniï adilaar stoxastik X regressoruudyn xuw´d töstäï
ür düng gargan awq bolno. Tuxaïlbal,

V(β̂) = E((X ′X)−1X ′ΩX(X ′X)−1)

=
1
n
E

((
1
n

X ′X
)−1 (

X ′ΩX
)(

1
n

X ′X
)−1

)
.
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Ändääs, n → ∞ üed (1/n)X ′X ba (1/n)X ′ΩX matricuud äeräg todorxoïlogdson
¶mar nägän matricruu tämüüläx bol V(β̂) → 0 baïna. Ööröör xälbäl β̂ zoximjtoï
ünälält bolno. Gäwq songodog zagwaraas ¶lgaataï n´, änä ünälält Gauss-Markowyn
teoremiïn utgaar onowqtoï baïj qadaxgüï. Ärqimtäï ünälält gargan awaxyn
tuld xamgiïn baga kwadratyn örgötgösön argyg a²igladag.

2. Xamgiïn baga kwadratyn örgötgösön arga. (5.3) zagwaryn β wektoryn
xazaïltgüï, ärqimtäï ünälältiïn tuxaï asuuldald daraax teorem xariult ögnö.

Teorem 5.2.1 (Aïtken). Regressiïn örgötgösön zagwaryn xuw´d β wektoryn xa-
zaïltgüï ²ugaman ünälältüüdiïn angid

β̂
∗

= (X ′Ω−1X)−1X ′Ω−1y (5.4)

n´ xamgiïn baga kowariaciïn matrictaï baïna.
V(y) = Ω tul (5.4) täncätgälääs

V(β̂
∗
) = X ′Ω−1X (5.5)

baïx n´ mördönö.
Caa²id β̂

∗ ünälältiïg β̂GLS (GLS, Generalized Least Squares) gäj tämdäglänä.
Xäräw Ω = σ2I bol songodog regressiïn zagwar bolj xuwirax bögööd β̂GLS = β̂OLS
boloxyg x¶lbarxan ²algaj bolno. “ Xamgiïn baga kwadratyn örgötgösön arga”
xämääx när tom³ëog xärägläx bolson n´ Aïtkeny teoremyn batalgaany ¶wcad xa-
zaïltyn kwadratuudyn “örgötgösön” niïlbär e′Ω−1e–iïg minimumqlax ²aard-
laga gardagtaï xolbootoï µm.

Xäräw aldaany ε wektor olon xämjääst normal tarxalttaï baïwal xamgiïn
baga kwadratyn örgötgösön argyn tuslamjtaï olson β wektoryn ünälält xamgiïn
ix ünäniï xuw´ büxiï argaar olson ünälälttäï dawxcaxyg ²algaj bolno
(β̂GLS = β̂ML).

Regressiïn örgötgösön zagwaryn xuw´d determinaciïn koäfficient

R2 = 1− (y −Xβ̂GLS)′(y −Xβ̂GLS)∑
(yt − y)2

n´ qanaryn xangalttaï xämjüür bolj qaddaggüïgäärää songodog zagwaraas ¶lgag-
dana. Erönxiï toxioldold änä utga [0, 1] xärqimd xar³¶lagdax albagüï tödiïgüï
ül xamaarax xuw´sagqdyg nämäx, xasaxad utga n´ ixsäx äswäl bagasax albagüï.

Äcäst n´ tämdäglän xäläxäd, xamgiïn baga kwadratyn örgötgösön argyg xäräg-
läxiïn tuld Ω matric mädägdäj baïx ëstoï. Gäwq änä n´ praktikt tun xowor.
Iïmd, ¶mar nägän xälbäräär Ω matricyg ünäläx, ug ünälältiïg (5.4) tom³ëony
Ω matricyn orond tawix asuudal garax n´ züïn xäräg. Änä xandlaga xamgiïn
baga kwadratyn nämält nöxcöltäï örgötgösön argad xürgäx bögööd Büläg 7–d
änä talaar todorxoï xämjäägäär dur´dax bolno. Erönxiï toxioldold Ω matric
n(n + 1)/2 toony ül mädägdäx parametriïg aguulax tul n ajiglaltyn tuslamj-
taï “saïn” ünälält gargaj awax naïdwargüï µm. Iïm uqraas xangalttaï ür dünd
xüräxiïn tuld Ω matricyn bütcäd nämält nöxcöl oruulax ²aardlagataï boldog.

Dügnält:
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1. Regressiïn örgötgösön zagwaryn xuw´d β wektoryn XBK-ünälält β̂OLS xa-
zaïltgüï, zoximjtoï ünälält bolox xädiï q songodog toxioldloos ¶lgaataï
n´ ärqimtäï bi² (kowariaciïn matricyn minimum utgaar),

2. β̂OLS wektoryn kowariaciïn matricyn ünälält xazaïltgüï,

3. Xamgiïn baga kwadratyn örgötgösön argaar oldson (5.4) ünälält n´ xazaïlt-
güï ²ugaman ünälältiïn angid ärqimtäï,

4. β̂GLS–XBKÖ-ünälältiïg oloxod aldaany wektoryn kowariaciïn matric Ω
ögögdsön baïx ²aardlagataï,

5. Aldaany wektor normal tarxalttaï bol XBKÖ-ünälält xamgiïn ix ünäniï
xuw´ büxiï argyn ünälälttäï dawxcana,

6. Xamgiïn baga kwadratyn örgötgösön argyn üed determinaciïn koäfficient
n´ qanaryn xangalttaï xämjüür bolj äs qadna.

5.3 Batatgax dasgal, bodlogo.
Bodlogo 5.1. (5.4) ünälält xazaïltgüï gädgiïg ²alga.
Bodolt. β̂GLS ünälält xazaïltgüï boloxyg ²algaxdaa tüüniï matematik dund-
jiïg bodno:

E(β̂GLS) = E((X ′Ω−1X)−1X ′Ω−1y) = (X ′Ω−1X)−1X ′Ω−1E(y)

= (X ′Ω−1X)−1X ′Ω−1Xβ = β.

Bodlogo 5.2. (5.5) täncätgäliïg ²alga.
Bodolt. A = (X ′Ω−1X)−1X ′Ω−1 gäj tämdägläe. Tägwäl β̂GLS = Ay baïx ba

V(β̂GLS) = V(Ay) = AV(y)A′ = AΩA′

= [(X ′Ω−1X)−1X ′Ω−1]Ω[Ω−1X(X ′Ω−1X)−1]

= (X ′Ω−1X)−1X ′(Ω−1Ω)Ω−1X(X ′Ω−1X)−1

= (X ′Ω−1X)−1X ′Ω−1X(X ′Ω−1X)−1

= (X ′Ω−1X)−1.

Bodlogo 5.3. Cov(β̂OLS, β̂GLS) = V(β̂GLS) boloxyg batal.
Bodolt. β̂GLS = (X ′Ω−1X)−1X ′Ω−1y boloxyg sana¶. Xäräw

A = (X ′Ω−1X)−1X ′Ω−1,

B = (X ′X)−1X ′



86 Olon xämjääst regressiïn zarim örgötgölüüd

gäsän tämdäglägää oruulbal:

Cov(β̂OLS, β̂GLS) = Cov(By,Ay) = BV(y)A′

= (X ′X)−1X ′ΩΩ−1X(X ′Ω−1X)−1

= (X ′Ω−1X)−1 = V(β̂GLS).

Bodlogo 5.4. § 3.2–t ögüülsän ësoor songodog regressiïn zagwart Cov(ŷt, et) = 0,
t = 1, . . . , n baïdag. Änd, ŷ = (ŷ1, . . . , ŷn)′ = Xβ̂OLS n´ y–iïn prognozyn utga,
regressiïn üldägdliïn wektor e = (e1, . . . , en)′ = y − ŷ. Änä qanar regressiïn
örgötgösön zagwart xadgalagdan üldäx üü? Ööröör xälbäl, Cov(ŷ, e) = 0 baïx uu?
Üünd, ŷ = Xβ̂GLS ba e = y − ŷ.

Bodolt. Songodog regressiïn xuw´d

β̂OLS = (X ′X)−1X ′y

baïdag. Iïmd
ŷ = X(X ′X)−1X ′y = Ny, e = (I −N)y.

Üünd, N n´ regressoruudaar törögdöx ²ugaman xulagad ortogonal proekclogq
operatoryn matric. Tägwäl

Cov(ŷ, e) = Cov(Ny, (I −N)y) = NCov(y,y)(I −N)
= NΩ(I −N).

Songodog regressiïn zagwart Ω = σ2I tul N2 = N gädgääs Cov(ŷ,e) = 0 täncät-
gäl mördnö.

Erönxiï toxioldold, regressiïn örgötgösön zagwaryn xuw´d Cov(ŷ,e) = 0 nöx-
cöl bieläx albagüï. Üüniïg x¶lbar ji²äägäär xaruul³¶:

X =
[
1
0

]
, Ω =

[
1 1/2

1/2 1

]
gäwäl N =

[
1 0
0 0

]
, NΩ(I −N) =

[
0 1/2
0 0

]
.

Bodlogo 5.5. Daraax regressiïn täg²itgäliïg awq üz´e:

yt = β + εt, t = 1, . . . , n.

Regressiïn aldaa

E(εt) = 0; Cov(εt, εs) = 0, t 6= s; V(εt) = σ2xt, xt > 0

nöxcölüüdiïn xangax bol
a) Xamgiïn baga kwadratyn argaar β̂ ünälält ba tüüniï dispersiïg ol.
b) Xamgiïn baga kwadratyn argaar olson ünälältääs baga disperstäï, ¶mar

näg xazaïltgüï ünälältiïg ol. Änä ünälältiïn dispersiïg bodoj, xamgiïn baga
kwadratyn argaar olson ünälältiïn disperstäï xar´cuul.
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Bodolt. a) Bodlogo 2.5–oos

β̂OLS = β̂ = y =
1
n

(y1 + · · ·+ yn)

boloxyg bid mädnä. Nöxcöl ësoor E(yt) = β, V(yt) = σ2xt, Cov(yt, ys) = 0, t 6= s.
Iïmd

E(β̂) = β

(ööröör xälbäl β̂ ünälält xazaïltgüï),

V(β̂) =
σ2

n2

n∑

t=1

xt.

b) Xamgiïn baga kwadratyn örgötgösön arga n´ änä toxioldold 1/
√

xt jin
büxiï xamgiïn baga kwadratyn jignäsän argataï dawxcana:

yt√
xt

= β
1√
xt

+
εt√
xt

.

Üünd, ut = εt
√

xt aldaa gomoskedastik nöxcliïg xangana V(ut) = σ2 . Änä täg²it-
gäld xamgiïn baga kwadratyn arga xärägläwäl

β̂GLS =

(
n∑

t=1

yt

xt

)/ (
n∑

t=1

1
xt

)

V(β̂GLS) =

(
n∑

t=1

σ2xt

x2
t

)/(
n∑

t=1

1
xt

)2

= σ2

/(
n∑

t=1

1
xt

)
.

V(β̂) ≥ V(β̂GLS) n´ (
n∑

t=1

xt

) (
n∑

t=1

1
xt

)
≥ n2

täncätgäl bi²täï äkwiwalent bögööd süüliïnx n´ Ko²i-Bun¶kowskiïn täncätgäl
bi²ääs ²uud mördnö.
Bodlogo 5.6. 2n ajiglalt n´ tus bürtää n ajiglalt büxiï xoër täncüü xäsägt
xuwaagdsan daraax regressiïn zagwaryg awq üz´e:

y = Xβ + ε, E(ε) = 0; Cov(εt, εs) = 0, t 6= s;

V(εt) = σ2
1, t = 1, . . . , n; V(εt) = σ2

2, t = n + 1, . . . , 2n.

Matricuudyg blok bolgon xuwaa¶:

y =
[
y1

y2

]
, X =

[
X1

X2

]
, ε =

[
ε1

ε2

]

Änd, y1, y2, ε1 ba ε2 n´ n× 1 wektor, X1, X2 n´ n× k matricuud µm.
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a) β̂1, β̂2 ba β̂ n´ xargalzan äxniï n, daraagiïn n, niït 2n ajiglaltaar
gargan awsan, β wektoryn XBK-ünälältüüd bolog. Tägwäl β̂ ünälält β̂1 ba β̂2

ünälältüüdiïn “jignäsän dundaj” buµu β̂ = L1β̂1 + L2β̂2 xälbärtäï boloxyg
xaruul. Üünd, L1 ba L2 n´ L1 + L1 = Ik baïx k × k xämjääst matricuud.

b) Xamgiïn baga kwadratyn örgötgösön argyn xuw´d

β̂GLS =
(

X ′
1X1

σ2
1

+
X ′

2X2

σ2
2

)−1 (
X ′

1y1

σ2
1

+
X ′

2y2

σ2
2

)
,

V(β̂GLS) =
(

X ′
1X1

σ2
1

+
X ′

2X2

σ2
2

)−1

tom³ëonuudyg batal.
w) β̂GLS ünälält n´ β̂1 ba β̂2 ünälältiïn “jignäsän dundaj” buµu β̂GLS =

Λ1β̂1 +Λ2β̂2, Λ1 +Λ1 = Ik baïx Λ1 ba Λ2 gäsän k× k xämjääst matricuud oldono
gädgiïg üzüül

Bodolt. a) Xamgiïn baga kwadratyn arga ba blok matricyn qanar a²iglawal

β̂1 = (X ′
1X1)−1X ′

1y1,

β̂2 = (X ′
2X2)−1X ′

2y2,

β̂GLS = (X ′X)−1X ′y =
([

X ′
1 X ′

2

] [
X1

X2

])−1 [
X ′

1 X ′
2

] [
y1

y2

]

= (X ′
1X1 + X ′

2X2)−1(X ′
1y1 + X ′

2y2).

β̂i ünälältiïg olox tom³ëonoos X ′
iyi = X ′

iXiβ̂i, i = 1, 2 baïx ba ömnöx täg²itgäld
orluulbal

β̂ = (X ′
1X1 + X ′

2X2)−1(X ′
1X1β̂1 + X ′

2X2β̂2) = L1β̂1 + L2β̂2,

änd,

L1 = (X ′
1X1 + X ′

2X2)−1X ′
1X1,

L2 = (X ′
1X1 + X ′

2X2)−1X ′
2X2.

L1 + L1 = I täncätgäl ilärxiï.
b) ε aldaany wektoryn kowariaciïn matric Ω baïg. Tägwäl

Ω =
[
σ2

1In 0
0 σ2

2In

]
, Ω−1 =

[
1
σ2
1
In 0
0 1

σ2
2
In

]
.
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(5.4) tom³ëo ësoor xamgiïn baga kwadratyn örgötgösön argaar olson ünälält:

β̂GLS = (X ′Ω−1X)−1X ′Ω−1y

=

(
[
X ′

1 X ′
2

]
[

1
σ2
1
In 0
0 1

σ2
2
In

][
X1

X2

])−1

× [
X ′

1 X ′
2

]
[

1
σ2
1
In 0
0 1

σ2
2
In

][
y1

y2

]

=
(

X ′
1X1

σ2
1

+
X ′

2X2

σ2
2

)−1 (
X ′

1y1

σ2
1

+
X ′

2y2

σ2
2

)
.

Caa²ilbal, (5.5) tom³ëog a²iglawal

V(β̂GLS) = (X ′Ω−1X)−1 =
(

X ′
1X1

σ2
1

+
X ′

2X2

σ2
2

)−1

.

w) Bodoltyn a)–d xiïsniï adilaar

β̂GLS = Λ1β̂1 + Λ2β̂2

boloxyg x¶lbarxan xaruulj bolno. Üünd,

Λ1 =
(

X ′
1X1

σ2
1

+
X ′

2X2

σ2
2

)−1
X ′

1X1

σ2
1

,

Λ2 =
(

X ′
1X1

σ2
1

+
X ′

2X2

σ2
2

)−1
X ′

2X2

σ2
2

.

Λ1 + Λ2 = Ik täncätgäl ilärxiï.





Büläg 6

Geteroskedastik ²inj,
xugacaany korrel¶c

Änä bülägt regressiïn örgötgösön zagwaryn xoër quxal angiïg awq üznä. Äxlääd
geteroskedastik ²injtäï zagwaryn tuxaï ¶rix bolno. Aldaany wektoryn kowa-
riaciïn matric diagonal xälbärtäï bolowq gol diagonaliïn älementüüd n´ xoo-
rondoo ¶lgaataï toxioldold änä när tom³ëog xäräglänä. Ööröör xälbäl, öör
öör tur²iltyn aldaanuud korrel¶cgüï bolowq dispersüüd n´ ¶lgaataï gäsän üg.
Xoër dax´ n´, ögögdöl xugacaany cuwaany ²inj qanaryg aguulsan baïx angi
µm. Ööröör xälbäl, xugacaany ¶lgaataï ag²in dax´ tur²iltuud statistik
xamaaraltaï baïj boldog. Änä n´ öör öör tur²iltyn (xugacaany ¶lgaataï
ag²ind xiïgdsän) aldaanuud korrel¶c xamaaraltaï bögööd aldaany wektoryn
kowariaciïn matric diagonal bi² baïj bolno gäsän üg µm. Ädgäär zagwaryn ül
mädägdäx parametrüüdiïg ünäläxdää Büläg 5–d awq üzsän xamgiïn baga kwadratyn
örgötgösön argyg xäräglänä. Gätäl aldaany wektoryn kowariaciïn matric Ω–g
tär bür mädäx bolomjgüïg durdsan bilää. Iïmääs änä bülägt onolyn asuudluu-
daas gadna xamgiïn baga kwadratyn örgötgösön argyg praktikt xärägläx zarim
toxioldluudyg xöndönö.

6.1 Geteroskedastik ²inj
Änä xäsägt regressiïn örgötgösön zagwaryn tuxaïn toxioldol bolox geteroskedas-
tik ²inj büxiï zagwaryg awq üznä. Geteroskedastiktaï gädäg n´ aldaanuud
korrel¶c xamaaralgüï, togtmol bi² disperstäï gäsän üg (songodog zagwart togt-
mol disperstäï gäj üzdäg bögööd tär toxioldold gomoskedastiktaï gäj närlädäg
bilää). Ömnö üzsänäär, xäräw sudalj buï ob´ektuud nägän törliïn bi² toxioldold
geteroskedastik ²inj ilärnä. Ji²ääbäl, xäräw üïldwäriïn a²giïg ündsän fon-
dyn xämjäänääs xamaaruulan awq üzwäl tom üïldwärüüdiïn a²giïn xälbälzäl ji-
jig üïldwärüüdiïg bodwol ix baïx n´ ilärxiï.

6.1.1 Xamgiïn baga kwadratyn jignäsän arga

y = Xβ + ε (6.1)
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zagwaryn xuw´d ε aldaany wektoryn kowariaciïn matric Ω n´ diagonal matric
bögööd V(εt) = σ2

t , t = 1, . . . , n baïdag gäe. Zarim toxioldold σ2
t = σ2ωt gäj awq

üzäx n´ toxiromjtoï baïdag. Üünd, ωt normqlogq ürjigdäxüün bögööd
n∑

t=1
ωt = n

baïna. ωt = 1, t = 1, . . . , n bol songodog zagwart ²iljinä.
(6.1) sistemiïn täg²itgäl büriïg σt–d xuwaaj täg²itgäl büräär biqwäl:

yt

σt
=

k∑

j=1

βj
xtj

σt
+ ut, t = 1, . . . , n (6.2)

Üünd, ut = εt/σt, V(ut) = 1, t 6= s üed Cov(ut, us) = 0. (6.2) sistemd xamgiïn
baga kwadratyn standart argyg xärägläx bolomjtoï µm. Ööröör xälbäl daraax
niïlbäriïg b = (b1, . . . , bk)′ wektoroor minimumqilsnaar xamgiïn baga kwadratyn
örgötgösön argyn ünälältiïg gargan awq bolno.

f(b) =
n∑

t=1


 1

σt


yt −

k∑

j=1

bjxtj







2

Änä xuwirgaltyn erönxiï sanaag oïlgox n´ tiïm q xäcüü bi². Xamgiïn baga
kwadratyn standart argyg a²iglan xazaïltuudyn kwadratyn niïlbäriïg mini-
mumqil³¶.

ϕ(b) =
n∑

t=1


yt −

k∑

j=1

bjxtj




2

Niïlbäriïn nämägdäxüün bür ¶lgaataï disperstäï uqir niïlbärt ¶lgaataï sta-
tistik nölöö üzüülnä. Äcsiïn dündää XBK–yn ünälält ärqimtäï bi² bolno.
Ajiglalt büriïg 1/σt koäfficientiïn tuslamjtaï “jignäsnäär” nägän törliïn
bi² baïdlyg arilgaj baïgaa µm. Iïmääs geteroskedastiktaï zagwaryg ünäläx
xamgiïn baga kwadratyn örgötgösön argyg xamgiïn baga kwadratyn jignäsän
arga gänä. XBK–yn jignäsän argyg xärägläx n´ XBK–yn standart argaar olson
ünälältüüdiïn dispersiïg bagasgadag boloxyg ²algaj bolno.

6.1.2 Geteroskedastik toxioldlyg zasax
Xäräw σt ül mädägdäx (praktikt iïm baïdag) bol xamgiïn baga kwadratyn nämält
nöxcöltäï, örgötgösön argyg a²iglax ²aardlagataï boldog. Nämält nöxcöl gädäg
n´ σ2

t dispersiïg (ööröör xälbäl kowariaciïn matric Ω–g) todorxoï xälbäräär
taamaglaxyg xälj buï µm. Ädgäär parametriïn too n uqraas Ω matricyn büt-
cänd nämält zaaglal tawixgüïgäär, dispersiïn zöw²öörq boloxuïc ünälält gargan
awna gädägt itgäxäd bärx. Bid xäd xädän törliïn geteroskedastiktaï zagwaryg
door awq üznä. Tädgäärt Ω matricyn bütciïg todorxoï xälbäräär taamaglasnaar
(bütcänd nämält zaaglal taw´snaar) tüüniï ünälältiïg baïguulax bolomjtoï bol-
son tödiïgüï xamgiïn baga kwadratyn nämält nöxcöltäï, örgötgösön argaar ül
mädägdäx parametrüüdiïn β̂FGLS ünälältiïg baïguulj boloxyg üzüülsän.

1. Aldaany standart xazaïlt ül xamaarax xuw´sagqtaïgaa proporcional
baïx. Zarim toxioldold aldaany standart xazaïlt al´ näg ül xamaaran xuw´sagq-
taï ²uud proporcional´ xamaaraltaï gäj taamagladag. Ji²ää n´ xk : σ2

t =σ2x2
tk
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gäe. t–r täg²itgäliïg xtk (t=1, . . . , n)–d xuwaaj ²inä x∗tj =xtj/xtk, y∗t =yt/xtk (t=
1, . . . , n, j =1, . . . , k) xuw´sagqdyg oruulsnaar songodog regressiïn zagwaryg gargan
awna. Änä zagwaryn koäfficientuudyn ünälält anxny zagwaryn ünälältüüdiïg
²uud ögnö. Xäräw X matric dax´ 1–r regressor n´ nägjiïn bagana bol ²inä zag-
waryn sul gi²üün ba x∗t1 = 1/xtk xuw´sagqiïn ömnöx koäfficientiïn ünälältüüd
xargalzan, anxny zagwaryn xtk xuw´sagqiïn koäfficient bolon sul gi²üüniï ünä-
lält bolno gädgiïg sanuul³¶.

Änä argyg ¶mar toxioldold a²iglaj bolox wä gäsän züï ësny asuult garna.
Geteroskedastik ²inj baïgaa äsäxiïg ilrüüläx praktikt tügäämäl xäräglägddäg
arguudyg awq üz´e. Xäräw aldaanuud al´ näg ül xamaaran xuw´sagqaas xamaaral-
taï gäj taamaglaj baïgaa bol tüüwriïg ug xuw´sagqiïn utguudyn ösöx ärämbäär
ärämbälääd daraa n´ xamgiïn baga kwadratyn standart argaar regressiïn para-
metrüüdiïg ünälj, ulmaar üldägdlüüdiïg gargan awna. Ingäxäd üldägdlüüdiïn
standart xazaïlt (xälbälzäl) mön ösöx ärämbätäï baïwal anxny taamaglalyg ünän
gäj üzäx ündäslältäï. Änä toxioldold, däär ögüülsän xuwirgaltyg xiïj regress
zoxion üldägdlüüdiïg olno. Ingäj gargan awsan üldägdlüüdiïn xazaïlt ¶mar
nägän ärämbägüï, ämx cägcgüï baïwal geteroskedastik toxioldlyg zasax process
amjilttaï ¶wagdlaa gäj üznä. Mädääj, regressiïn busad parametrüüdiïg (xazaïl-
tuudyn kwadratyn niïlbär, ünälältiïn nölöötäï äsäx g.m.) xar´cuulan üzsänäär
al´ zagwar n´ ilüü saïn bolox tuxaï äcsiïn ²iïdwär gargana.

Ji²ää. Moskwa xot dax´ suucny zax zääl. (Ürgäljläl-2, Äxläliïg
§ 3.5–aas, Ürgäljläl-1–iïg § 4.2–oos üz)

Änäxüü ji²ääniï ögögdliïg saïtar sudalj üzwäl aldaanuud gomoskedastik
baïx tuxaï taamaglal n¶caagdaxyg xarax bolno. Änä n´ regressoruud nölöötäï
baïx tuxaï Ürgäljläl–1-d xiïsän dügnältänd ärgälzää törüülj baïna.

Geteroskedastik ²injiïg toocoxyn tuld ünälältiïn xoër-alxamt proceduryg
a²iglasan (Two-step estimation, Greene, 1997), XBK–yn 2 alxamt argataï xolixgüï
baïxyg sanuul³¶. Änä procedur, dispers n´ regressoruudyn nägtäï proporcional
baïx ömnö awq üzsän baïdlyn örgötgöl µm. 2 alxamt procedur x¶zgaartaa regres-
siïn koäfficientuudyn standart aldaany xazaïltgüï ünälältiïg ögnö. Aldaany
dispers xäd xädän regressoruudaas ²ugaman funkc baïna gäj üz´e. Ögögdsön
toxioldold

σ2
i = β0 + β1LOGLIV SPi + β2BRICKi. (∗)

Proceduryn äxniï alxamd manaï zagwaryn regressiïn täg²itgäliïg ünälnä:

LOGPRICE =β0 + β1LOGLIV SP + β2LOGPLAN + β3LOGKITSP

+ β4LOGDIST + β5FLOOR + β6BRICK + β7BAL

+ β8LIFT + β9R1 + β10R2 + β11R3 + β12R4 + ε (∗∗)
∗ täg²itgälääs (σi–iïn orond ∗∗ regressiïn ei üldägdlüüdiïg tawina) dispersiïn
wektoryn zoximjtoï ünälält σ̂2

i –yg olno.
Xoërdugaar alxamd σ̂i ünälältüüdiïg XBK–yn jignäsän argyn jingiïn koäf-

ficientuud bolgon a²iglana (i–r täg²itgäliïg σ̂i–d xuwaana). Xüsnägt 6.1–d 2
alxamt proceduryn ür düng üzüüläw. Xüsnägt 6.1–iïg Xüsnägt 3.1–täï xar´cuul-
bal, ünälältänd oncgoï öörqlölt barag oroogüï baïna. Suucny örööniï toog ilär-
xiïlsän idäwxgüï xuw´sagqdyn ömnöx koäfficientuud xamgiïn ixäär öörqlögdsön
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Xamaaran xuw´sagq: LOGPRICE

Xuw´sagq Koäfficient St.aldaa t-statistik Magadlal
const 6.693 0.251 26.6 0.0000

LOGLIV SP 0.756 0.0536 14.11 0.0000
LOGPLAN 0.438 0.0468 9.36 0.0000
LOGKITSP 0.129 0.0479 2.69 0.0073
LOGDIST −0.110 0.0135 −8.08 0.0000
BRICK 0.130 0.0198 6.58 0.0000
FLOOR −0.0658 0.0170 −3.87 0.0001

BAL 0.131 0.0187 7.01 0.0000
LIFT 0.035 0.017 2.05 0.0400

R1 0.365 0.0892 4.08 0.0001
R2 0.249 0.0639 3.90 0.0001
R3 0.257 0.0473 5.43 0.0000
R4 0.205 0.0376 5.44 0.0000

R2 statistik (jignäägüï): 0.891

Xüsnägt 6.1:

baïna. R1 ba R2 xuw´sagqdyn ömnöx koäfficient nölöötäï garsan n´ ömnöx ür
düngääs zörj baïna. Suucny talbaïn ünäär toocson mädrämjiïn ünälält ömnö n´
0.67 baïsnaa 0.76 bolson n´ nilääd ix öörqlölt µm. Gargan awsan ür dündää tul-
guurlan “R2, R3, R4–iïn koäfficientuud täncüü” baïx tuxaï bolon “R1, R2–yn
koäfficientuud täncüü bi²” gäsän statistik taamaglaluudyg ²alga¶. Ingäxdää
taamaglal ²algax F test a²igla¶:

1) H0 : β10 = β11; β11 = β12, F -statistikiïn utga 1.548415, P -magadlal
0.213713.

2) H0 : β9 = β10, F -statistikiïn utga 10.41677, P -magadlal 0.001340.
Iïmd “R2, R3, R4–iïn koäfficientuud täncüü” taamaglal ur´dyn adil n¶-

caagdaxgüï baïna. Xarin “R1, R2–yn koäfficientuud täncüü” gäsän taamaglal
99.5%–iïn itgäx tüw²ind ilüü itgältäïgäär n¶caagdaj baïna.

2. Aldaany dispers zöwxön xoër utga awax toxioldol. Regressiïn aldaany
dispersiïn xuw´d σ2

t = ω2
1, t = 1, . . . , n1, σ2

t = ω2
2, t = n1+1, . . . , n1+n2, (n1+n2 = n)

nöxcöl bieldäg baïg. Änd ω2
1, ω

2
2 ül mädägdäx toonuud. Ööröör xälbäl äxniï n1

tur²iltyn aldaany dispers näg ijil utgataï, süüliïn n2 tur²iltyn aldaany
dispers ijil bögööd ömnöxöösöö öör utgataï baïdag gäe. Änä toxioldold xamgiïn
baga kwadratyn nämält nöxcöltäï, örgötgösön argyn daraax xuwilbaryg xärägläj
bolno:

1. (6.1) gäsän standart regressiïg zoxioj, aldaany wektor e–g olno. Änä wek-
toryg xargalzan n1, n2 xämjäästäï e1, e2 gäsän xoër däd wektort xuwaana.

2. ω2
1, ω

2
2 dispersüüdiïn ünälält ω̂2

1 = e′1e1/n1, ω̂2
2 = e′2e2/n2–iïg baïguulna.

3. Äxniï n1 täg²itgäliïg ω̂2
1-d, süüliïn n2 täg²itgäliïg ω̂2

2-d xuwaaj xuw´sag-
qdyg xuwirgana.

4. Xuwirgasan zagwaryn xuw´d erdiïn regress zoxiono.
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Ömnö üzsänäär ω2
1, ω

2
2 ünälältüüd xazaïlttaï bolowq zoximjtoï gädgiïg xa-

ruulj bolno.
Änä argyg dispers n´ zöwxön xoër bi² xäd xädän utga awax üed örgötgön

a²iglaj bolno.
3. Dispersiïn zoximjtoï ünälält. Geteroskedastiktaï (6.1) zagwaryn xuw´d

β parametriïn ünälältiïg xamgiïn baga kwadratyn standart argaar baïguul-
san gäe. Tägwäl Büläg 5–d üzsänäär änä ünälält xazaïltgüï bögööd zoximjtoï,
xarin tüüniï kowariaciïn matricyn ((3.16)–g üz) standart ünälält V̂(β̂OLS) =
σ̂2(X ′X)−1 n´ xazaïlttaï bögööd zoximjtoï bi² baïdag. Gäwq komp´µteriïn
bagc programmuudad regressiïn koäfficientuudyn standart aldaag änä tom³ëo-
goor boddog. Geteroskedastik toxioldlyg zasaj bolox uu? kowariaciïn matri-
cyn ünälältiïg saïjruulj bolox uu? gäsän asuult garna. Änä asuultand daraax
xoër arga äeräg xariu ögnö.

Standart aldaany Uaïtyn xälbär (White). Aldaany wektor ε–ny
kowariaciïn matric Ω diagonal xälbärtäï bögööd V(εt) = σ2

t , t = 1, . . . , n gäe.
Tägwäl β̂OLS = β̂ = β + (X ′X)−1X ′ε tul

V(β̂) = E((X ′X)−1X ′εε′X(X ′X)−1) = (X ′X)−1X ′ΩX(X ′X)−1

= n(X ′X)−1

(
1
n

X ′ΩX

)
(X ′X)−1.

X ′ΩX matricyg awq üz´e. Älementqilän biqwäl (X ′ΩX)ij =
n∑

s=1

xsiσ
2
sxsj .

Üünd, x′s, s = 1, . . . , n, n´ regressoruudyn matric X-iïn 1 × k xämjääst mör
wektoruud Tägwäl

X ′ΩX =
n∑

s=1

σ2
sxsx

′
s.

Regressiïn koäfficientuudyn kowariaciïn matricyn ünälält

V̂(β̂) = n(X ′X)−1

(
1
n

n∑

s=1

e2
sxsx

′
s

)
(X ′X)−1 (6.3)

zoximjtoï boloxyg 1980 ond Uaït xaruuljää.
(6.3) tom³ëogoor bodogdox standart xazaïltyg standart aldaany Uaïtyn xäl-

bär (White standard errors), äswäl geteroskedastiktoï üeiïn zoximjtoï stan-
dart aldaa (Heteroscedasticity Consistent standard errors) gäj närlänä.

Standart aldaany New´e-Westiïn xälbär (Newey-West). Aldaany
kowariaciïn matric V(ε) = Ω = (ωij) n´ gol diagonal tödiïgüï, gol diagonalaas
L–ääs xäträxgüï zaïnd or²ix xör² diagonaluud däärää tägääs ¶lgaataï älement
aguuldag gäe. (ωij = 0, |i− j| > L). Änä üed

V̂(β̂) = n(X ′X)−1

(
1
n

n∑

s=1

e2
sxsx

′
s

+
1
n

L∑

j=1

n∑

t=j+1

ωjetet−j(xtx
′
t−j + xt−jx

′
t)


 (X ′X)−1

(6.4)
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ünälält zoximjtoï boloxyg 1987 ond New´e, West nar bataljää.
Änä tom³ëond baïgaa jingiïn koäfficient ωj–g songox xäd xädän arga baïdag.

1. Xamgiïn ängiïn toxioldold ωj = 1 gäj üzdäg. Änä üed (6.4) tom³ëogoor
oldox matric sörög bi² todorxoïlogdson baïna.

2. ωj = 1− j

L + 1
(Bartlett).

3. ωj =





1− 6
(

j
L+1

)2
+ 6

(
j

L+1

)3
, 1 ≤ j ≤ L+1

2 ,

2
(
1− j

L+1

)2
, L+1

2 < j ≤ L
(Parzen).

Ixänx toxioldold Parzeny jing a²iglax n´ ilüü zoximjtoï.
(6.4) tom³ëogoor bodogdox standart xazaïltuudyg standart aldaany New´e-

Westiïn xälbär (Newey-West standart errors), äswäl geteroskedastik ba awtokor-
rel¶ciïg toocson zoximjtoï standart aldaa (Heteroscedasticity and Autocorre-
lation Consistent standard errors) gäj närlänä.

Ji²ää. Ärsdäliïn ²agnal. (Peresetsky, de Roon, 1997 )
St –t däx ödriïn dollaryn xan² (rub/doll),
F

(n)
t –n ödriïn daraa niïlüüläxäär xiïsän f´µqersiïn gärääniï t däx ödriïn

ünä tus tus baïg.
“F (n)

t n´ iräädüïn xan² bolox St+n–iïn xazaïltgüï ünälält bolj qadax uu?”
gäsän asuudal sonirxol tatna. Ööröör xälbäl,

E(St+n | It) = F
(n)
t

täncätgäl ünän üü? Üünd, It –t ag²in dax´ bolomjit büx mädäälliïg aguulsan,
mädäälliïn olonlog. E(St+n | It) –nöxcölt mat.dundaj. Ünän xäräg däärää ärs-
dälääs zaïlsxiïj buï agentuud zax zääld orolcoj buï uqraas änä täncätgäl bieläx
albagüï. Xarin f´µqersiïn ünä, xüläägdäj buï dollaryn xan²naas ärsdäliïn
²agnal bolox π̂

(n)
t xämjigdäxüünäär ¶lgagdana:

E(St+n | It) = F
(n)
t (1 + π̂

(n)
t ).

Xuw´sagqdyn logarifmyg a²iglasan zagwart ²iljix n´ toxiromjtoï:

E(st+n | It) = f
(n)
t + π

(n)
t .

Üünd, f
(n)
t = lnF

(n)
t , st+n = ln St+n, π

(n)
t = ln(1+ π̂

(n)
t ) –ärsdäliïn ²agnalyn daxin

todorxoïlolt, (baga π̂
(n)
t –iïn xuw´d π

(n)
t ≈ π̂

(n)
t ).

Ünälältiïn xazaïltgüï baïx tuxaï taamaglalyg ²algaxyn tuld daraax reg-
ressiïg awq üz´e.

st+n − f
(n)
t = (β0 + β1n) + (β2 + β3n)f (n)

t + (β4 + β5n)(f (n)
t − st) + ε

(n)
t+n (∗)

Änä täg²itgäliïg ünälsniï ür dünd xäräw, dor xa¶j näg βi koäfficient “0–ääs
¶lgaataï garwal, änä n´ ärsdäliïn 0–ääs ¶lgaataï ²agnal baïgaag ilärxiïlnä”
((∗) regressiïn büx regressoruud mädäälliïn olonlog It–d xar³¶alagdana).
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Tüünqlän, (∗) regress n´ ärsdäliïn ²agnalyn tür zuuryn bütciïg ilärxiïlnä:

π
(n)
t = (β0 + β1n) + (β2 + β3n)f (n)

t + (β4 + β5n)(f (n)
t − st) (∗∗)

Tuxaïn üedää walµtyn f´µqersiïn xudaldaany xämjäägäärää tärgüülj baïsan
Moskwagiïn Towaryn Birj (MTB) ba Moskwagiïn Bank xoorondyn Walµtyn Birj
(MMWB)–ääs f´µqersiïn gärää bolon dollaryn xan²ny ögögdlüüdiïg awq 1992
ony 11–r saraas 1995 ony 10–r saryn xugacaag xamruulan awq üzjää. Ajiglaltuu-
dyg n–iïn ösöx qigläld ärämbäl´e. n–iïn ijil utguudyg t–iïn ösöx ärämbäär
ärämbäl´e.

(∗) täg²itgäliïn xuw´d gomoskedastik qanar daraax xoër ²altgaany ulmaas
zörqigdönö:

1) ε
(n)
t+n, ε

(m)
t+n aldaanuud korrel¶c xamaaraltaï (niïlüüläx xugacaa n´ öör öör

baïx gäräänüüdiïn näg ödriïn ünä),
2) ε

(n−1)
t−1+n, ε

(n)
t+n aldaanuud korrel¶ctaï (niïlüüläx xugacaa n´ t+n baïx gäräänüü-

diïn daraalsan ödrüüdiïn ünä).
Gäwq bidniï ärämbälsnäär, bie bieäsää xürälcäätäï xol baïgaa ajiglaltuu-

dyn xuw´d aldaanuudyg xamaaralgüï gäj üzäj bolno. Iïm uqraas, (∗) täg²it-
gäliïg ünäläxiïn tuld koäfficientuudyn standart xazaïltyn XBK-ünälältiïg
a²iglaj boloxgüï tul New´e-Westiïn xälbärtäï standart aldaag a²iglana.

A. �kowlew, W. Bessonow (1995) naryn ajild bidniï awq üzäj buï üeiïg f´µqer-
siïn zax zääld orolcogqdyn too, xudaldaany xämjää zäräg üzüülältüüdäär n´ 3
däd üed xuwaan awq üzjää. Änä xuwaaltyg ündäslän (∗) täg²itgäliïg däd üe bürt
ünälsän ür düng Xüsnägt 6.2–d üzüüläw. New´e-Westiïn xälbärtäï 150 lag büxiï
standart aldaag dörwöljin xaaltand biqsän. Xüsnägt 6.2–oos daraax dügnältiïg
xiïj bolno.

Üe const n (f (n)
t − st) (f (n)

t − st)n f
(n)
t f

(n)
t n

11.92− 10.93
1.54∗ 0.016∗ −0.99∗∗ 0.0056 −0.22∗ −0.0023∗

[0.64] [0.0076] [0.35] [0.0031] [0.091] [0.0011]

10.93− 03.94
−1.08 0.041∗∗ −1.33∗∗ 0.0080∗∗ 0.15 −0.0056∗∗

[0.94] [0.0035] [0.25] [0.00054] [0.13] [0.00047]

03.94− 10.95
−0.53 0.035∗∗ −0.69 0.0015 0.060 −0.0041∗∗

[0.41] [0.0016] [0.38] [0.00088] [0.052] [0.00023]
∗ 95%–iïn itgäx tüw²ind 0–ääs ¶lgagdana.
∗∗ 99%–iïn itgäx tüw²ind 0–ääs ¶lgagdana.

Xüsnägt 6.2:

1) (∗∗) täg²itgäläär zagwarqlagdax ärsdäliïn ²agnal π
(n)
t büx 3 üed tägääs

mädägdäxüïc ¶lgagdana.
2) Ärsdäliïn ²agnal üe büriïn xuw´d ¶lgaataï baïna. Üügäär walµtyn f´µqer-

siïn zax zääliïn xögjliïn tüüxiïg xuwaasan A. �kowlew, W. Bessonow naryn
xuwaalt batlagdaj baïna.
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6.1.3 Geteroskedastik ²injiïg ilrüüläx test
Änd geteroskedastik ²injiïg ilrüüläxäd xamgiïn tügäämäl xäräglädäg statis-
tik testüüdiïg towq awq üznä. Test büriïn todorxoïloltoos tädgääriïn aq xol-
bogdol todorno. Ädgäär testüüdiïn xuw´d H0 : σ2

1 = σ2
2 = . . . = σ2

n gäsän ündsän
taamaglalyg H1 : “H0 bi²” gäsän örsöldögq taamaglalyn nöxcöld ²algana.

Uaïtyn (White) test. Testiïn aguulga daraax züïld or²ino. Xäräw
zagwar geteroskedastik qanartaï bol änä n´ aldaany dispers regressoruudaas
xamaardagtaï xolbootoï. Er n´ geteroskedastik ²inj anxny zagwaryn erdiïn
regressiïn üldägdlüüdäd tusgalaa oldog. Uaït ädgäär sanaag xärägjüülj, (1980)
geteroskedastik ²injiïn bütciïn xuw´d ¶mar näg ur´dqilsan nöxcöl tawilgüï-
gäär H0 taamaglalyg testläx argyg sanal bolgojää. Äxlääd anxny, (6.1) zag-
wart xamgiïn baga kwadratyn standart arga xäräglän regressiïn et, t = 1, . . . , n
üldägdlüüdiïg olno. Daraa n´ ädgäär üldägdliïn kwadratuud bolox e2

t –iïg X–
iïn büx regressor, tädniï kwadratuud, xoërloson ürjwärüüd, mön sul gi²üünääs
(anxny zagwar sul gi²üüngüï baïsan q gäsän) xamaaruulan ²inä regress baïguul-
na. Tägwäl H0 taamaglalyn üed nR2 xämjigdäxüün x¶zgaartaa χ2(N−1) tarxalt-
taï baïna. Änd, R2 –xoërdox regressiïn determinaciïn koäfficient, N –xoërdox
regressiïn regressoryn too.

Uaïtyn test uniwersal baïdlaaraa dawuutaï µm. Gäwq änä test H0 taa-
maglal n¶caagdsan üed geteroskedastik ²injiïn funkcional xälbäriïn tuxaï
¶mar nägän züïl xäläxgüï. Zöwxön standart aldaany Uaïtyn xälbär baïgaa üed l
geteroskedastik toxioldlyg zasax argyg xälnä.

Goldfeld-Kuandtyn (Goldfeld-Quandt) test. Änä testiïg aldaany dis-
pers ¶mar nägän ül xamaaran xuw´sagqiïn xämjäänääs ²ugaman xamaaraltaï gäsän
ur´dqilsan nöxcliïn üed a²iglana. Testiïg daraax algoritmaar ¶wuulna.

1. Geteroskedastik ²injtäï gäj taamaglaj baïgaa ül xamaaran xuw´sagqiïn
utguudyn buurax ärämbäär tüüwriïg ärämbälnä.

2. Ärämbälägdsän tüüwriïn dund n´ or²ix gi²üüdääs d ²irxgiïg xasna (d too
dundjaar, niït tüüwriïn xämjääniï 1/4–täï täncüü baïna).

3. Äxniï bolon süülqiïn n/2 − d/2 ²irxäg tur²iltuudaar xoër ül xamaarax
regress zoxioj, xargalzax e1, e2 üldägdlüüdiïg bodno.

4. F = e′1e1/e′2e2 statistikiïg baïguulna. Xäräw H0 taamaglal ünän bol F
statistik F (n/2− d/2− k;n/2− d/2− k) tarxalttaï baïna.

Änä statistik ix utgataï baïxad H0 taamaglal n¶caagdana. Mön xasaj baïgaa
tüüwriïn too xätärxiï ix q bi², baga q bi² baïx ²aardlagataï. Erönxiïdöö
ingäj tüüwär xasaxgüïgäär testiïg xiïj bolox bolowq änä üed testiïn qadal
buurdag baïna.

Breu²-Pagany (Breusch-Pagan) test. Aldaany dispers σ2
t zarim nämält

xuw´sagqdaas xamaarna gäsän ur´dqilsan taamag nöxcöltäï toxioldold änä testiïg
a²iglana:

σ2
t = γ0 + z′tγ, t = 1, . . . , n.

Üünd, zt = (zt1, . . . , ztp)′ –ül xamaaran xuw´sagqdyn wektor, γ0, γ = (γ1, . . . , γp)′ –ül
mädägdäx parametrüüd. Breu²-Pagany testiïg daraax algorimtaar güïcätgänä.
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1. Standart regress (6.1)–iïn parametrüüdiïg ünälän üldägdäl wektor
e = (e1, . . . , en)′–g baïguulna.

2. σ̂2 = (1/n)
∑

e2
t ünälältiïg baïguulna.

3. e2
t /σ̂2 = γ0 + z′tγ + νt regressiïg ünälnä. Tüüniï xuw´d wariaciïn taïlbar-

lagdax xäsäg RSS–iïg olno.

4. RSS/2 statistikiïg baïguuna. Xäräw H0 taamaglal ünän bol RSS/2 xämjig-
däxüün x¶zgaartaa χ2(p) tarxalttaï baïna.

Änä testiïn tuslamjtaïgaar geteroskedastik ²injiïg ilrüülsän toxioldold
(γ̂0 + z′tγ̂)−1/2 xämjigdäxüüniïg jin bolgon songon awq xamgiïn baga kwadratyn
jignäsän argaar zasax oroldlogo xiïj boldog. Ingäxdää

Änä toxioldold, zarim t–iïn xuw´d γ̂0 + z′tγ̂ < 0 garq bolox µm. Xäräw iïm
tur²iltyn too ix bi² bol tädgääriïg orxij bolno. Äsräg toxioldold, geteros-
kedastik qanaryn daraax xälbäriïg awq üzäj bolox bögööd xärägjüüläx arga n´
däärx algoritmtaï ijil baïna.

σ2
t = eγ0+z′tγ , t = 1, . . . , n.

Üünääs gadna, geteroskedastik ²injiïn duryn σ2
t = f(γ0 +z′tγ) xälbäriïn xuw´d

däärxiïn adil güïcätgäj bolno.
Dügnält:

1. Geteroskedastik ²inj baïgaa üed xamgiïn baga kwadratyn örgötgösön arga
xärägläx n´ xazaïltuudyn kwadratyn jignäsän niïlbäriïg minimumqlaxad
xürgänä.

2. Erönxiï toxioldold, xamgiïn baga kwadratyn nämält nöxcöltäï, örgötgösön
argaar n tur²iltyn tuslamjtaï n parametriïg ünälän, zoximjtoï ünälält
gargan awax bolomjgüï.

3. Zarim toxioldold (aldaa ¶mar näg ül xamaarax xuw´sagqtaï proporcional
baïx, aldaany dispersüüd zöwxön xoër utga awax) xamgiïn baga kwadratyn
nämält nöxcöltäï, örgötgösön arga xärägläj, regressiïn koäfficientuudyn
zoximjtoï ünälältiïg gargan awq bolno.

4. Xäräw geteroskedastiktoï zagwart xamgiïn baga kwadratyn standart arga
a²iglasan bol xargalzax kowariaciïn matricyn zoximjtoï ünälält gar-
gan awaxyn tuld aldaany ünälältiïn Uaït, New´e-Westiïn xälbärüüdiïg
a²iglaj bolno.

Ji²ää. Moskwa xot dax´ suucny zax zääl. (Ürgäljläl-3, Äxläliïg
§ 3.5–aas, Ürgäljläl-1–iïg § 4.2–oos, Ürgäljläl-2–iïg § 6.1–ääs üz)

(∗) zagwaryn aldaany geteroskedastik ²injiïg ²algaxyn tuld LOGLIV SP
xuw´sagqaar n´ xiïsän Gol´dfeld-Kuandtyn testiïg a²igla¶. Ajiglaltyn 464
ögögdliïg baragcaagaar xoorondoo täncüü gurwan bülägt xuwaana.

Büläg 1–t LOGLIV SP >3.8 baïx 155 ajiglalt, Büläg 2–t LOGLIV SP <3.35
baïx 149 ajiglaltyg oruulaw.
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Regressoruud ²ugaman xamaaraltaï bolj dummy trap üüssän tul I toxioldold
R1 xuw´sagqiïg, II toxioldold R2, R3, R4 xuw´sagqdyg xa¶xad xürnä. Iïnxüü xoër
toxioldol bürt regressoryn too anx baïsan utgaas (13) ¶lgaataï bolno. Ööröör
xälbäl, qölööniï zärgüüd n´ xargalzan 143 = 155 − 12; 139 = 149 − 10 (12 ba 10
n´ xargalzan I ba II regressiïn regressoruudyn too). Änd, regressoruudyn too n´
öör öör baïx üeiïn Gol´dfeld-Kuandtyn testiïn örgötgöliïg a²iglaw.

Büläg büriïn xuw´d regressiïg ünälj üldägdlüüdiïn kwadratyg oloxod daraax
ür dün ögöw:

e′1e1 = 6.80, e′2e2 = 3.76.

Iïmd F =
e′1e1/143
e′2e2/139

= 1.7. Fi²eriïn tarxalttaï F (143, 139) sanamsargüï xäm-
jigdäxüün 1–ääs ix utga awax magadlal 95%. Gargan awsan F–iïn utga 95%–iïn
bosgyg dawj buï tul üldägdlüüd gomoskedastik qanartaï baïx tuxaï taamaglal
n¶caagdana.

6.2 Xugacaany korrel¶c.
6.2.1 I ärämbiïn awtoregressiïn process
Xugacaany cuwaany ²injilgäänd, xugacaany ¶nz büriïn ag²in dax´ tur²il-
tuudyn statistik xamaarlyg toocox ²aardlaga gardag. Ööröör xälbäl, ixänx
xugacaany cuwaany xuw´d aldaanuud korrel¶c xamaaralgüï gäsän ur´dqilsan nöx-
cöl bieldäggüï. Änä xäsägt aldaanuud I ärämbiïn awtoregressiïn process üüsgäx
üeiïn ängiïn zagwaruudyg awq üznä. Ömnöx bülägt awq üzsän ësoor xamgiïn baga
kwadratyn standart argyg xärägläwäl ül mädägdäx parametrüüdiïn xazaïltgüï,
zoximjtoï ünälältiïg ögdög bilää. Gäxdää dispersiïn ünälält xazaïlttaï, koäf-
ficientuud nölöötäï äsäx tuxaï taamaglal sörög ür dünd xürq boldog zärgiïg
üzüülj bolno. Ööröör xälbäl, xamgiïn baga kwadratyn arga n´ bodit baïdlaas
öör optimist dür zurgiïg ögdög bilää.

Ömnö awq üzsäniï adilaar
y = Xβ + ε (6.5)

zagwaryg aw³¶. Üünd, y wektoryn t–r komponent n´ xugacaany t, (t = 1, . . . , n)
ag²in dax´ xamaaran xuw´sagqiïn utgyg ilärxiïlnä. X matricyn äxniï regres-
sor togtmol gädgiïg toocwol tur²iltyn t ag²in dax´ dälgärängüï täg²itgäliïg
biqij bolno:

yt = β1 + β2xt2 + · · ·+ βkxtk + εt = x′tβ + εt (6.6)

Änd x′t = (1, xt2, . . . , xtk)– X matricyn t–r mör.
Aldaany korrel¶ciïg toocox xamgiïn ängiïn arguudyn näg n´ aldaany sanam-

sargüï daraalal {εt, t = 1, . . . , n} nägdügäär ärämbiïn awtoregressiïn process
üüsgänä gäj üzäx ¶wdal µm. Nägdügäär ärämbiïn awtoregressiïn process gädäg n´
aldaa daraax rekurent xar´caag xangaxyg xälnä.

εt = ρεt−1 + νt (6.7)

Üünd, {νt, t = 1, . . . , n} n´ täg dundajtaï σ2
ν togtmol disperstäï normal tar-

xalttaï, sanamsargüï xämjigdäxüüniï daraalal, ρ– awtoregressiïn koäfficient



6.2 Xugacaany korrel¶c. 101

gäj närlägdäx ül mädägdäx parametr (|ρ| < 1). Zagwaryg bürän dürsläxiïn tuld
ε0–iïg todorxoïlox ²aardlagataï baïna. ε0–iïg täg dundajtaï, σ2

ε = σ2
ν/(1− ρ2)

disperstäï normal tarxalttaï, {νt, t = 1, . . . , n} daraallaas ül xamaarax sanam-
sargüï xämjigdäxüün gäj üznä. (6.7) täg²itgälääs matematik dundaj awbal Eεt =
ρEεt−1 bolox ba ändääs Eεt = 0, t = 1, . . . , n gäj oldono. εt−1 n´ ν1, . . . , νt−1-äär
ilärxiïlägdänä gädgääs εt−1, νt ül xamaarax sanamsargüï xämjigdäxüünüüd baïna.
Iïmääs

E(ε2
t ) = E(ρεt−1 + νt)2 = ρ2E(ε2

t−1) + E(ν2
t ) = ρ2E(ε2

t−1) + σ2
ν .

E(ε2
0) = σ2

ν/(1− ρ)2 gädgiïg a²iglawal

σ2
ε = E(ε2

t ) = V(εt) = σ2
ν/(1− ρ2), t = 1, . . . , n. (6.8)

(6.7) täg²itgäliïg εt−1–äär ürjüülj, εt−1, νt xamaaralgüï gädgiïg a²iglawal

E(εt · εt−1) = Cov(εt, εt−1) = ρV(εt−1) = ρσ2
ε . (6.9)

Üüntäï adilaar erönxiï toxioldold daraax täncätgäliïg gargaj bolno.

Cov(εt, εt−m) = ρmσ2
ε . (6.10)

Ändääs xaraxad {εt} daraalal stacionar sanamsargüï process üüsgäj baïna.
Änä baïdaltaï ¶uldan ε0 xämjigdäxüüniïg songon awaxad xürq baïgaa µm. Ünän
xäräg däärää εt–iïn ε0–oos xamaarax xamaaral xugacaanaas xamaaran xurdan buu-
rax qigläld ¶wagdana. Iïm uqraas äkonometrikiïn ixänx nomond {εt} daraalalyn
xuw´d anxny nöxcliïg awq üzdäggüï. Uqir n´ duryn anxny utgyn (ε0) üed (6.7)
process stacionar process ruu xurdan niïldäg. Xarin |ρ| < 1 nöxcöl stacionar
baïx zaïl²güï nöxcöl boldog.

(6.9) täncätgälääs

ρ = Cov(εt, εt−1)/σ2
ε = Cov(εt, εt−1)/(V(εt)1/2V(εt−1)1/2).

Iïmd ρ n´ daraalsan xoër aldaany xoorondyn korrel¶ciïn koäfficient bolj
baïna. (6.10)–yg a²iglan ε sanamsargüï wektoryn kowariaciïn matricyg daraax
baïdlaar biqij bolno.

Ω =
σ2

ν

1− ρ2




1 ρ ρ2 . . . ρn−1

ρ 1 ρ . . . ρn−2

ρ2 ρ 1 . . . ρn−3

. . . . . . . . . . . . . . .
ρn−1 ρn−2 ρn−3 . . . 1




.

6.2.2 Awtoregresstäï zagwaryg ünäläx
(6.5) zagwaryg ünäläx asuudlyg ρ koäfficient mädägdäx bolon ül mädägdäx to-
xioldol tus bürt awq üz´e.

1. ρ mädägdäx. Änä toxioldold (6.5) zagwaryg ünäläxdää xamgiïn baga
kwadratyn örgötgösön argyg a²iglana. P ′P = Ω−1 baïx P matricyg x¶lbarxan
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olno. Songodog zagwar gargan awaxyn tuld (6.5) sistemd ¶mar ²ugaman xuwirgalt
xiïxiïg x¶lbarxan taaj bolno. (6.6) täg²itgäliïg xugacaany t−1 (t ≥ 2) ag²ind
biqwäl

yt−1 = x′t−1β + εt−1.

Änä täg²itgäliïg ρ–oor ürjüülj, (6.6) täg²itgälääs gi²üünqlän xas³¶. (6.7)
täg²itgäliïg toocwol:

yt − ρyt−1 = (xt − ρxt−1)′β + νt. (6.11)

t = 1 üed (6.6) täg²itgäliïg
√

1− ρ2–aar ürjüülbäl:
√

1− ρ2y1 =
√

1− ρ2x′1β +
√

1− ρ2ε1. (6.12)

(6.11), (6.12) sistemiïn aldaanuud regressiïn standart zagwaryn nöxcliïg
xangax n´ ilärxiï µm. Ünäxäär, (6.11)–d {νt, t = 2, . . . , n} sanamsargüï xämjigdä-
xüünüüd ül xamaarax bögööd σ2

ν togtmol disperstäï, (6.12)-d
√

1− ρ2ε1 aldaa {νt,
t = 2, . . . , n} xämjigdäxüünüüdääs ül xamaarax bögööd (6.8) ësoor σ2

ν disperstäï
baïna.

Praktikt ixänxdää äxniï ajiglaltyg xasax zamaar (6.12) xuwirgaltyg xiïdäg-
güï. Ingäsnäär, näg talaas anxny (6.5) zagwaryn xuwirgalt nägän ijil xälbärtäï
boldog n´ saïn xäräg µm. Tuxaïn toxioldold, β1 parametriïn ünälältiïg gargan
awaxyn tuld (6.11)–iïn sul gi²üüniï ünälältiïg (1 − ρ)–d xuwaaxad xangalt-
taï. Nögöö talaas, äxniï ajiglaltyg xa¶j toocox n´ ¶langu¶a baga xämjäätäï
tüüwriïn xuw´d quxal mädäälliïg orxigduulax garztaï baïj bolno.

2. ρ ül mädägdäx. Awtoregressiïn parametr ρ mädägdäj baïx toxioldol
xowor baïdag. Iïmääs ρ ül mädägdäx üed tüüniïg ünäläx arga (procedur) zaïl²güï
²aardlagataï. Erönxiïdöö iteraciïn argaar ünäläx n´ tügäämäl baïdag. Xam-
giïn tügäämäl xäräglägddäg gurwan argyg door awq üznä. Bid ädgäär proceduruu-
dyn niïlältiïn tuxaï awq üzäxgüï.

Koxreïn-Orkattyn (Cochrane-Orcutt) procedur. Änä proceduryn äxniï
alxamd anxny (6.5) sistemiïg xamgiïn baga kwadratyn standart argaar ünäldäg.
Ug ünälältäär e = (e1, . . . , en)′ üldägdlüüdiïg olno. Caa² n´:

1. ρ–iïn oïrolcoo utgaar et = ρet−1 + νt regressiïn XBK-ünälält r–iïg awna.

2. ρ = r üed (6.11) sistemiïg xuwirgan β parametriïn XBK-ünälält β̂ wektoryg
olno.

3. Üldägdlüüdiïn ²inä wektor e = y −Xβ–g baïguulna.

4. Proceduryg 1. alxmaas äxlän dawtana.

Proceduryg ρ–iïn ääljit döxölt ömnöxöösöö ma² bagaar ¶lgagdax üed zog-
soono. Änä procedur ma² ängiïn iteracaar güïcätgägdäx tul äkonometrikiïn
programuudad örgön a²igladag.

Xildret-Lugiïn (Hildreth-Lu) procedur. Proceduryn sanaa ma² ängiïn.
ρ parametriïn bolomjit utgyn daraallyg (−1, 1) zawsraas baïguulna. Ji²ääl-
bäl togtmol 0.1 äswäl 0.05 alxamtaï songoj bolno. Tädgäär bolomjit utga bol-
gony xuw´d (6.11) sistemiïg ünälnä. Änä ünälält büriïn xuw´d xazaïltuudyn
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kwadratyn niïlbäriïg olj, tär n´ xamgiïn baga baïx ρ–iïn utgyg todorxoïlno.
Daraa n´ änä utgyn ¶mar nägän orqnoos ilüü baga alxmaar bolomjit utguudyg
songon awq proceduryg dawtan xiïnä. Xüssän nariïwqlaldaa xürsän üed proce-
duryg zogsoono. Xäräw ρ parametriïn öörqlögdöx mujiïn tuxaï nämält mädääläl
baïgaa bol proceduryn ajillax xugacaa boginosno.

Darbiny (Durbin) procedur. (6.11) sistemiïg daraax xälbärt biq´e:

yt = β1(1− ρ) + ρyt−1 + β2xt2 − ρβ2xt−1,2 + · · ·+ βkxtk − ρβkxt−1,k + νt

Ööröör xälbäl, yt−1–iïg regressoryn toond, ρ–g ünäläx parametriïn toond tus
tus oruulj baïna gäsän üg. Änä sistemd xamgiïn baga kwadratyn standart argyg
xäräglän ρ, ρβj–iïn ünälält r, θ̂j–g gargan awna. β̂j ünälältiïn orond θ̂j/r–iïg
awna. r–iïg (6.11)–d taw´j β parametriïn ²inä XBK-ünälält β̂–g olsnoor ömnöx
ünälältiïg saïjruulj bolno.

6.2.3 Xugacaany korrel¶ctaï äsäxiïg ²algax Darbin-Uotsony
test.

(6.5) sistemiïn aldaanuudad xugacaany korrel¶c baïgaa äsäxiïg ²algax ixänx
testüüd daraax sanaag a²igladag. Xäräw aldaany wektor ε xugacaany korrel¶c-
taï bol (6.5) sistemd xamgiïn baga kwadratyn standart argyg xäräglän gargan
awsan e üldägdäl mön xugacaany korrel¶ctaï baïna. Änä sanaany zöwxön näg xu-
wilbaryg awq üz´e. Aldaanuud korrel¶c xamaaralgüï gäsän taamaglal däw²üül´e.
Ööröör xälbäl H0 : ρ = 0. Äsräg taamaglalaar H1 : “H0 bi²” äswäl “H1 : ρ > 0”
gäsän näg talt taamaglalyg songoj bolno.

Darbin-Uotsony test xamgiïn örgön a²iglagddag test µm. Ug test daraax
statistik däär ündäslädäg.

DW =

n∑
t=2

(et − et−1)2

n∑
t=1

e2
t

. (6.13)

Sul gi²üüniïg regressoryn toond oruulsan gäj toocno. Änä statistik et

ba et−1–iïn tüüwriïn korrel¶ciïn koäfficienttoï n¶gt xolbootoï boloxyg x¶l-
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barxan xarj bolno. Ünäxäär, x¶lbar xuwirgalt xiïwäl

DW =

n∑
t=2

(et − et−1)2

n∑
t=1

e2
t

=

n∑
t=2

e2
t +

n∑
t=2

e2
t−1 − 2

n∑
t=2

etet−1

n∑
t=1

e2
t

=

n∑
t=1

e2
t − e2

1 +
n∑

t=1
e2
t − e2

n − 2
n∑

t=2
etet−1

n∑
t=1

e2
t

= 2


1−

n∑
t=2

etet−1

n∑
t=1

e2
t


− e2

1 + e2
n

n∑
t=1

e2
t

. (6.14)

Tur²iltyn toog xangalttaï ix gäwäl daraax täncätgälüüd oïrolcoogoor bieläg-
dänä.

1
n− 1

n∑

t=2

et =
−e1

n− 1
≈ 0,

1
n− 1

n∑

t=2

et−1 =
−en

n− 1
≈ 0

Iïmääs et ba et−1–iïn tüüwriïn korrel¶ciïn koäfficient r–iïg oïrolcoogoor
daraax xälbärtäï biqij bolno.

r ≈

n∑
t=2

etet−1

√
n∑

t=2
e2
t

n−1∑
t=1

e2
t

≈

n∑
t=2

etet−1

n∑
t=1

e2
t

.

Äcäst n´ (6.14)–iïn süüliïn nämägdäxüüniïg ül toocwol

DW ≈ 2(1− r). (6.15)

DW statistikiïn utga sanaag taïlbarla¶. Xäräw et ba et−1 xangalttaï xüqtäï,
äeräg korrel¶ctaï baïsan bol todorxoï utgaar et, et−1 n´ xoorondoo oïr, DW sta-
tistikiïn utga baga baïna. (6.15)–aas xaraxad xäräw r koäfficient nägd oïrxon
bol DW xämjigdäxüün tägd oïrxon baïx n´ üüniïg batalna. Xarin korrel¶c xa-
maaralgüï bol DW utga 2–t oïrxon baïx n´. Iïnxüü xäräw DW statistikiïn
tarxalt mädägdäj baïgaa bol H0 : ρ = 0, H1 : ρ > 0 taamaglal ²algaxdaa
ögögdsön itgäx tüw²niï xuw´d d∗ gäsän kritik utga olj, xäräw DW > d∗ baïwal
H0 taamaglalyg xülään zöw²öörnö, äsräg toxioldold H0 taamaglalyg n¶caana.
DW statistikiïn tarxalt zöwxön tur²iltyn too –n, regressoryn too –k–aas xa-
maaraad zogsoxgüï X matricaas büxäldää xamaarax uqraas praktikt xärägläxäd
xündrältäï. Uqir n´ büx X matricuudyn xuw´d d∗–iïn kritik utgyn tabliciïg
zoxiox bolomjgüï. Xarin Darbin, Uotson nar zöwxön n, k ba itgäx tüw²nääs
xamaarsan du, dl (du > dl) gäsän xoër xil baïdgiïg togtooj, daraax qanaruudyg
xangaxyg batalsan: Xäräw DW > du bol DW > d∗ baïx bögööd H0 taamaglalyg
xülään zöw²öörnö. Xäräw DW < dl bol DW < d∗ baïx bögööd H0 taamaglalyg
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DW statistikiïn utga Dügnält
4− dl < DW < 4 H0 taamaglalyg n¶caana. Sörög korrel¶ctaï.

4− du < DW < 4− dl Todorxoïgüï.
du < DW < 4− du H0 taamaglalyg xülään zöw²öörnö.

dl < DW < du Todorxoïgüï.
0 < DW < dl H0 taamaglalyg n¶caana. Äeräg korrel¶ctaï.

Xüsnägt 6.3:

n¶caana. Xarin dl < DW < du üed taamaglaluudyn talaar ¶man nägän züïl xäläx
bolomjgüï. Xäräw örsöldögq taamaglalyg H1 : ρ < 0 gäj songoson bol (sörög
korrel¶c xamaaraltaï) dääd, dood xilüüd buµu kritik utguud n´ 4 − dl, 4 − du

bolno. Ädgäär ür düng daraax tablic xälbäräär dürsläx n´ toxiromjtoï.
Änd todorxoï bus gägdäj baïgaa xärqim däär ug argaar awtokorrel¶ciïg ²al-

gax n´ ma² xündrältäï. Magadgüï tädgäär zawsryn urt xangalttaï ix baïj
bolno. Ji²äälbäl, n = 19, k = 3 üed todorxoï bus baïx zawsar (0.97, 1.68)
gäj oldono. Iïmääs caa²dyn sudalgaanuud todorxoï bus zawsryg bagasgaxad
qiglägdsän baïdag.

Öör näg quxal sanamjiïg xäl´e. Regressoruud bolon aldaanuud korrel¶cgüï
gäsän ur´dqilsan nöxcliïn üed Darbin-Uotsony test bolowsrogdson. Iïm uqraas,
tuxaïlbal regressoruudyn dotor xamaaran xuw´sagq y–yn xugacaany xocrolttoï
utga baïgaa toxioldold änä testiïg a²iglax bolomjgüï µm.

Dügnält:

1. Xugacaany cuwaany ²injilgäänd aldaanuud xugacaany xuw´d korrel¶c xa-
maaraltaï bol, xamgiïn baga kwadratyn standart argad zaswar xiïx ²aard-
lagataï.

2. Aldaa ixänxi toxioldold I ärämbiïn awtoregressiïn stacionar process (6.14)
üüsgädäg gäj üzäj bolno.

3. Aldaa I ärämbiïn awtoregressiïn process üüsgäj baïxad standart XBK-
ünälält xazaïltgüï, zoximjtoï bolowq ärqimtäï bi² baïna.

4. Xamgiïn baga kwadratyn arga a²iglasan üed dispersiïn ünälält bagasna.

5. Xäräw awtoregressiïn koäfficient mädägdäj baïgaa bol xamgiïn baga kwad-
ratyn örgötgösön arga n´ anxny sistemiïg (6.11),(6.12) täg²itgälüüdäd
²iljüülän, daxin xamgiïn baga kwadratyn standart arga xärägläxäd xürgänä.

6. Awtoregressiïn koäfficient ül mädägdäx üed tüüniïg ünäläx bolon daraa n´
(6.11),(6.12) xuwirgaltyg xärägläxäd toxiromjtoï. Xamgiïn baga kwadratyn
nämält nöxcöltäï, örgötgösön argyn xäd xädän procedur baïdag.

7. Korrel¶c baïgaa äsäx tuxaï taamaglalyg ²algax xamgiïn ix dälgärsän ar-
guudyn näg n´ DW statistik däär ündäsläsän Darbin-Uotsony test µm. DW
statistikiïn xuw´d todorxoï bi² muj or²in baïdag n´ änäxüü testiïn on-
clog bögööd ug muj däär korrel¶c baïgaa äsäx tuxaï taamaglalyg xülään
zöw²ööröx äswäl n¶caax ündäslälgüï µm.
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6.3 Batatgax dasgal, bodlogo.
Bodlogo 6.1. Geteroskedastik ²injtäï xos regressiïn xuw´d, XBK–yn jignäsän
argaar olson β̂–parametriïn ünälältiïn dispers n´ erdiïn XBK–yn ünälältiïn
dispersääs baga boloxyg ²alga.
Bodolt. Änä bodlogyg bodox bolomjit gurwan argyg üzüül´e.

Bodolt1. Geteroskedastiktaï xos regresiïn zagwar aw³¶.

yt = α + βxt + εt, t = 1, ..., n;

E(εt) = 0, V (εt) = σ2
t , E(εtεs) = 0, s 6= t.

Büläg 3–d awq üzsän tom³ëo ësoor

β̂OLS =
∑

x∗ty∗t∑
x2∗t

=
∑

x∗tyt∑
x2∗t

.

Üünd, x∗t, y∗t n´ dundjaas xazaïx xazaïlt: x∗t = xt − x, y∗t = yt − y.
XBK-ünälältiïn dispersiïg bodwol

V (β̂OLS) =
∑

x2∗tV (yt)
(
∑

x2∗t)2
=

∑
x2∗tσ2

t

(
∑

x2∗t)2
.

(5.5) tom³ëo ësoor, XBK–yn nämält nöxcöltäï argaar dispersiïg olbol:

V (β̂GLS) =

∑ 1
σ2

t

∑ 1
σ2

t

∑ x2
t

σ2
t
−

(∑ xt

σ2
t

)2 .

yt = α + βxt + εt täg²itgäliïg daraax xälbärt xuwirgaj bolno:

yt = (α + βx) + βx∗t + εt.

Änä xälbäriïn xuw´d XBK–yn örgötgösön argyn ünälältiïn dispersiïg daraax
tom³ëogoor olj bolno.

V (β̂GLS) =

∑ 1
σ2

t

∑ 1
σ2

t

∑ x2
∗t

σ2
t
−

(∑ x∗t

σ2
t

)2 .

Änä täncätgäl ünän boloxyg batlaxyn tuld daraax lemmiïg awq üz´e.

Lemm 6.3.1.
∑

a2
t

∑
b2
t

∑
c2
t + 2

∑
atbt

∑
atct

∑
btct −

∑
a2

t

(∑
btct

)2
−

∑
b2
t

(∑
atct

)2
−

∑
c2
t

(∑
atbt

)2
≥ 0.

B a t a l g a a: Daraax täg² xämtäï matricyg aw³¶.

A =




∑
a2

t

∑
atbt

∑
atct∑

atbt
∑

b2
t

∑
btct∑

atct
∑

btct
∑

c2
t


 .
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Duryn α = [ α β γ ]′ wektoryn xuw´d

α′Aα = [ α β γ ]




∑
a2

t

∑
atbt

∑
atct∑

atbt
∑

b2
t

∑
btct∑

atct
∑

btct
∑

c2
t







α
β
γ


 =

= α2
∑

a2
t + β2

∑
b2
t + γ2

∑
c2
t + 2αβ

∑
atbt + 2αγ

∑
atct + 2βγ

∑
btct

=
∑

(αat + βbt + γct)2 ≥ 0.

Iïmd, A matric sörög bi² todorxoïlogdson baïna. Tägwäl tüüniï todorxoïlogq
n´ sörög bi² baïx ëstoï gädgääs lemm batlagdana:

det A =
∑

a2
t

∑
b2
t

∑
c2
t + 2

∑
atbt

∑
atct

∑
btct −

∑
a2

t

(∑
btct

)2
−

∑
b2
t

(∑
atct

)2
−

∑
c2
t

(∑
atbt

)2
≥ 0.

Xäräw
∑

btct = 0 bol täncätgäl bi² daraax xälbärtäï bolno.
∑

a2
t

∑
b2
t

∑
c2
t −

∑
b2
t

(∑
atct

)2
−

∑
c2
t

(∑
atbt

)2
≥ 0.

V (β̂OLS)–g V (β̂GLS)–d xuwaaj, at =
x∗t
σt

, bt = x∗tσt, ct =
1
σt

gäsän tämdäglägää

oruulan
∑

btct =
∑ x∗tσt

σt
=

∑
x∗t = 0 boloxyg anxaarq, däär batalsan lemmiïg

a²iglawal:

V (β̂OLS)

V (β̂GLS)
− 1 =

∑
x2∗tσ2

t(∑
x2∗t

)2 ·
∑ 1

σ2
t

∑ x2
∗t

σ2
t
−

(∑ x∗t

σ2
t

)2

∑ 1
σ2

t

− 1

=
∑

a2
t

∑
b2
t

∑
c2
t −

∑
b2
t (

∑
atct)

2 −∑
c2
t (

∑
atbt)

2

∑
c2
t (

∑
atbt)

2 ≥ 0.

Bodolt2. Matrican tämdäglägää a²iglawal:

β̂OLS − β̂GLS = (X ′X)−1X ′y − (X ′Ω−1X)−1X ′Ω−1y

= (X ′X)−1X ′ε− (X ′Ω−1X)−1X ′Ω−1ε

= ((X ′X)−1X ′ − (X ′Ω−1X)−1X ′Ω−1)ε.

Ünälältüüdiïn ¶lgawaryn kowariaciïn matricyg ol³ë (änd, V (ε) = Ω, V (Aε) =
AV (ε)A′ tämdäglägää oruulaw):

V (β̂OLS − β̂GLS) = V (((X ′X)−1X ′ − (X ′Ω−1X)−1X ′Ω−1)ε)

= (X ′X)−1X ′ΩX(X ′X)−1 − (X ′X)−1X ′ΩΩ−1X(X ′Ω−1X)−1

− (X ′Ω−1X)−1X ′Ω−1ΩX(X ′X)−1

+ (X ′Ω−1X)−1X ′Ω−1ΩΩ−1X(X ′Ω−1X)−1

= (X ′X)−1X ′ΩX(X ′X)−1

− (X ′Ω−1X)−1 − (X ′Ω−1X)−1 + (X ′Ω−1X)−1

= (X ′X)−1X ′ΩX(X ′X)−1 − (X ′Ω−1X)−1.
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Kowariaciïn matric sörög bi² uqraas

V (β̂OLS − β̂GLS) ≥ 0

buµu
V (β̂OLS)− V (β̂GLS) ≥ 0.

Bodolt3.

X = [ ı x ], Ω =




σ2
1 · · · 0

...
...
...
...

...
0 · · · σ2

n




uqraas

(X ′Ω−1X)−1 =
1
∆




∑ x2
t

σ2
t

−
∑ xt

σ2
t

−
∑ xt

σ2
t

∑ 1
σ2

t


 .

Üünd,

∆ =
∑ 1

σ2
t

∑ x2
t

σ2
t

−
(∑ xt

σ2
t

)2

.

Daraax P matricyg awq üz´e.

P = Ω− 1
2 X(X ′Ω−1X)−1X ′Ω− 1

2 .

Änä matric idempotent boloxyg x¶lbarxan ²algaj bolno. Idempotent matricyn
qanar ësoor duryn z wektoryn xuw´d z′Pz ≤ z′z täncätgäl bi² bielänä.

z wektoryn komponent n´ zt = σtx∗t.

X ′Ω− 1
2 z =

[
ı′

x′

]



x∗1
. . .
x∗n


 =

∑
x2
∗t

[
0
1

]

uqir

z′Pz =
(
∑

x2∗t)2

∆
[ 0 1 ]




∑ x2
t

σ2
t

−
∑ xt

σ2
t

−
∑ xt

σ2
t

∑ 1
σ2

t




[
0
1

]

=
(
∑

x2∗t)2
∑ 1

σ2
t

∆
≤ z′z =

∑
σ2

t x
2
∗t.

Süülqiïn täncätgäl bi²iïg
(∑

x2
∗t

)2
–d xuwaawal bidniï xüssän täncätgäl bi²

garna.
Sanamj 6.3.1. Däärx batalgaand a²iglasan idempotent matricyn qanaryg ba-
tal³¶. Xäräw P matric n´ idempotent bol I − P n´ mön idempotent boloxyg
x¶lbarxan ²algaj bolno. Idempotent matricyn xuwiïn utguud n´ zöwxön 1 bolon
0–ääs togtox tul sörög bi² todorxoïlogdono. Iïmd duryn z wektoryn xuw´d

z′(I − P )z ≥ 0 ändääs z′Iz − z′Pz ≥ 0 buµu z′z ≥ z′Pz.
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Bodlogo 6.2. yt = α + βxt + εt täg²itgäl awq üz´e. εt n´ II ärämbiïn awtoregres-
siïn process üüsgädäg baïg:

εt = ρ1εt−1 + ρ2εt−2 + ut.

Parametriïg ünäläx Koxreïn-Orkattyn iteracyn argyg änä zagwaryn xuw´d
örgötgön tom³ëol.
Bodolt. Ögögdsön zagwaryn xuw´d Koxreïn-Orkattyn iteracyn argyg daraax
baïdlaar tom³ëolj bolno:

1. yt = α+βxt +εt gäsän anxny täg²itgäld XBK–yn arga xärägläj üldägdlüü-
diïn wektor e = (e1, . . . , en)′–g olno.

2. et = ρ1et−1 + ρ2et−2 + ut zagwar dax´ ρ = (ρ1, ρ2)′ wektoryn oïrolcoo utgaar
tüüniï XBK-ünälält ρ̂OLS = (ρ̂1, ρ̂2)′–iïg awna.

3. Daraax xälbärt xuwirgasan täg²itgäliïg awq üznä.

yt − ρ1yt−1 − ρ2yt−2 = α(1− ρ1 − ρ2) + β(xt − ρ1xt−1 − ρ2xt−2) + ut.

Änä toxioldold regressiïn aldaa songodog regressiïn zagwaryn nöxcölüü-
diïg xangana. ρ1, ρ2–yn orond xargalzan ρ̂1, ρ̂2–g taw´j XBK argaar α̂, β̂
ünälältiïg olno.

4. Aldaany ²inä wektor et = yt − α̂− β̂xt–iïg olno.

5. 2.–alxmaas äxlän ögögdsön nariïwqlalyg xangax xürtäl proceduryg daw-
tana.

Bodlogo 6.3. yt = α + βxt + εt, t = 1, . . . , n sistemiïn xuw´d songodog normal
zagwaryn nöxcölüüdääs nägääs busad n´ bieldäg, xarin aldaany dispers daraax
xar´caagaar ilärxiïlägddäg gäe.

σ2
t = µ + δxt.

α, β parametrüüdiïg ünäläx xoër alxamt proceduryg tom³ëol.
Bodolt. Proceduryg daraax baïdlaar tom³ëolj bolno:

1. yt = α + βxt + εt täg²itgäliïg XBK argaar ünälnä. Regressiïn üldägdäl
et–g olno.

2. e2
t = µ + δxt + ut täg²itgäliïg ünälj, dispersiïn ünälält σ̂2

t –iïn orond
σ̂2

t = µ̂ + δ̂xt xämjigdäxüüniïg awna.

3. Anxny yt = α + βxt + εt zagwart xamgiïn baga kwadratyn örgötgösön argyg
xäräglänä. Ööröör xälbäl,

yt

σ̂2
t

= α
1
σ̂2

t

+ β
xt

σ̂2
t

+
εt

σ̂2
t

regress baïguulna. Ändääs olson ünälältüüd zoximjtoï baïna.
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t ωt ut t ωt ut t ωt ut

1 1.73 8.65 9 5.06 2.87 17 3.15 4.72
2 1.94 4.82 10 2.81 5.29 18 1.92 7.45
3 3.05 2.67 11 4.43 3.31 19 2.26 6.21
4 4.17 2.67 12 3.19 5.44 20 6.18 2.64
5 2.52 2.58 13 2.23 6.80 21 2.07 8.55
6 1.71 8.07 14 2.06 8.25 22 8.39 2.60
7 1.95 8.83 15 3.33 3.44 23 2.75 6.25
8 2.57 5.54 16 2.12 7.80 24 6.10 2.70

Xüsnägt 6.4:

Bodlogo 6.4. Ajlyn baïrny too ωt bolon ajilgüïdliïn tüw²in ut–g xolboson
zagwar awq üz´e.

lnωt = β1 + β2 ln ut + εt.

εt aldaa N(0, σ2
ε) normal tarxalttaï bögööd ül xamaarax baïg.

a) Xüsnägt 6.4–iïn ögögdliïg a²iglan β1, β2 parametrüüdiïn XBK-ünälältiïg
ol. β2–yn 95%–yn itgäx zawsryg ol.

b) Darbin-Uotsony statistikiïn utgyg ol. Änä utga anx tösöölj baïsan εt

aldaany talaar µu xälj baïna wä? a)–d oldson itgäx zawsryn tuxaï µu xälj
bolox wä?

w) Aldaa n´ nägdügäär ärämbiïn awtokorrel¶ctaï zagwar a²iglan däärx täg²it-
gäliïg daxin ünäl. β2–yn 95%-iïn itgäx zawsryg baïguul. a)–d gargan awsan itgäx
zawsartaï xar´cuulan üz.

Bodolt. a) Äkonometrikiïn bagc programm a²iglan zagwaryn parametrüüdiïg
ünälbäl:

Xamaaran xuw´sagq: lnω

Xuw´sagq Koäfficient St.aldaa t-statistik Magadlal
const 2.2997 0.1860 12.366 0.0000
lnu −0.7791 0.1133 −6.8746 0.0000
R2 0.6824

DW.statistik 1.1026

Bid β̂1 = 2.3, β̂2 = −0.78 gäj olloo. Odoo β2–yn itgäx zawsryg baïguul³¶.

β2 = β̂2 ± t0.95(24− 2) · sbβ2
= −0.7791± 2.074 · 0.1133

buµu (−1.014,−0.544).
b) Darbin-Uotsony ²injüüriïn utga 2-oos mädägdäxüïc baga baïgaa n´ regres-

siïn aldaa nägdügäär ärämbiïn, äeräg awtokorrel¶ctaï baïj boloxyg gärqilnä.
Änä dügnält standart zagwart aldaanuud awtokorrel¶cgüï gäsän nöxcliïg zörqix
uqraas a)–d olson standart aldaa buruu (ünän bi²) tom³ëogoor bodogdson baïx
taltaï. Änä n´ gargan awsan itgäx zawsar mön buruu boloxod xürgänä.
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w) Regressiïn aldaa nägdügäär ärämbiïn awtokorrel¶ctaï toxioldold zagwaryn
parametrüüdiïn ünälältiïg äkonometrikiïn bagc programm a²iglan olbol:

Xamaaran xuw´sagq: ln ω

Xuw´sagq Koäfficient St.aldaa t-statistik Magadlal
const 2.3949 0.1717 13.9452 0.0000
ln u −0.8312 0.0954 −8.7144 0.0000

AR(1) 0.4676 0.2038 2.2944 0.0327
R2 0.7291

DW.statistik 2.1617

β2–yn 95%-iïn itgäx zawsar: (−1.03,−0.633). Ööröör xälbäl, tuxaïn tüüwriïn
xuw´d a)–d olson ür düngääs barag ¶lgagdaxgüï baïna. Darbin-Uotsony statistik
2–t oïrxon baïgaa zagwaryn aldaa awtokorrel¶cgüï boloxyg iläxiïläx bögööd
äxniï ünälält n´ xoërdaxiasaa baga baïna.
Bodlogo 6.5. Xüsnägt 6.5–d 30 örxiïn orlogo–Yd ba xäräglääniï zarcuulalt–C
ögögdöw (dollaraar).

a) C–iïn Yd–däärx regressiïg baïguulj, geteroskedastiktaï äsäxiïg ²alga.
b) Xäräw a)–d geteroskedastik ²inj ilärsän bol tüüniïg zas.

Xäräglää Orlogo
10700 10900 11200 12000
11400 11700 12100 13000
12300 12600 13200 14000
13000 13300 13600 15000
13800 14000 14200 16000
14400 14900 15300 17000
15000 15700 16400 18000
15900 16500 16900 19000
16900 17500 18100 20000
17200 17800 18500 21000

Xüsnägt 6.5:

Bodolt. a) Äkonometrikiïn bagc programmaar parametrüüdiïn ünälältiïg ol-
bol:

Xamaaran xuw´sagq: C

Xuw´sagq Koäfficient St.aldaa t-statistik Magadlal
const 1580.0 447.56 3.530 0.0015

Y 0.7830 0.0267 29.30 0.0000
R2 0.9684

Ül xamaarax xuw´sagq Y –ääs regressiïn üldägdliïn kwadratuud xamaarax xamaar-
lyn grafikaas üzwäl geterokedastiktaï baïj bolox bolomjtoï baïna (Zurag 6.1).
Gol´dfeld-Kuandtyn testiïg a²igla¶. Ajiglaltuudyg Y –iïg ösöx daraallaar
ärämbäl´e. Äxniï 12 bolon süüliïn 12 ajiglaltaar zoxioson regress büriïn
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Zurag 6.1:

üldägdliïn kwadratuudyn niïlbär xargalzan 1046000, 3344000 gäj oldono. F

statistikiïn utga: F =
3344000
1046000

= 3.2 n´ Fi²eriïn statistikiïn kritik utga
F0.95(10, 10) = 2.98–aas ix baïgaa n´ aldaa geteroskedastiktaï gädgiïg ilärxiïlnä.

Breu²-Pagany testiïg xärägläe. Äxniï regressiïg baïguulj, ünälältiïg ol-
bol:

σ̂2 =
1
n

∑
e2
t =

4949727
30

= 164957.6.

Caa² n´, e2
t /σ̂2–yn Y bolon togtmol däärx regressiïg ünäl´e. RSS/2 = 4, 11

garna. “Aldaa geteroskedastikgüï” gäsän taamaglalyn nöxcöld änä statistik
χ2(1) tarxalttaï bögööd 95%–iïn kritik utga n´ 3.84. Iïnxüü täg taamaglal
daxin n¶caagdaj baïna.

b) Geteroskedastik qanaryg zasax xoër alxamt proceduryg xärägjüül´e. Üüniï
tuld 1/Y –g jin bolgon awq XBK–yn jignäsän argaar ögögdsön täg²itgäliïg
ünäl´e.

Xamaaran xuw´sagq: C/Y

Xuw´sagq Koäfficient St.aldaa t-statistik Magadlal
const 0.7844 0.0249 31.46 0.0000
1/Y 1557.0 392.28 3.969 0.0005
R2 0.3600

Jignäägüï koäf –R2 0.9684

Ögögdsön ji²ääniï xuw´d ünälältüüd barag dawxcaj buï xädiï q geteroskedastik-
taï toxioldold koäfficientuudyn XBK-ünälältiïn dispersiïn ünälält xazaïlt-
taï boloxyg sanax xärägtäï. Süüliïn zagwar geteroskedastik qanargüï boloxyg
Uaïtyn test xaruulna:

Uaïtyn test:
F -statistik 0.5182 Magadlal 0.6014

Obs∗R2 1.1090 Magadlal 0.5744
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Bodlogo 6.6. Xüsnägt 6.6–d ¶mar näg salbaryn 35 firmiïn nööciïn tüw²in (I),
xudaldaany xämjää (m¶n.doll) (S), xüügiïn xuw´ kreditäär (R) tus tus ögögdöw.
Ädiïn zasgiïn tösööllöör I n´ S–täï äeräg, R–täï sörög xolboo xamaaraltaï baïx
ëstoï gäj üznä.

a) I–iïn S ba R däärx regress zoxioj geteroskedastiktaï äsäxiïg ²alga.
b) a)–toxioldold geteroskedastik ²inj ilärsän bol aldaany dispers S2–taï

proporcional gäj üzääd geteroskedastik ²injiïg zas.

Firm I S R Firm I S R

1 10 100 17 19 15 122 11
2 10 101 17 20 15 123 11
3 10 103 17 21 15 125 11
4 11 105 16 22 16 128 10
5 11 106 16 23 16 128 10
6 11 106 16 24 16 131 10
7 12 108 15 25 17 133 10
8 12 109 15 26 17 134 9
9 12 111 14 27 17 135 9
10 12 111 14 28 17 136 9
11 12 112 14 29 18 139 8
12 13 113 14 30 18 143 8
13 13 114 13 31 19 147 8
14 13 114 13 32 19 151 8
15 14 116 12 33 19 157 8
16 14 117 12 34 20 163 7
17 14 118 12 25 20 171 7
18 15 120 11

Xüsnägt 6.6:

Bodolt. a) Äkonometrikiïn bagc programmaar parametrüüdiïn ünälältiïg olo-
xod daraax ür dün garaw.

Xamaaran xuw´sagq: I

Xuw´sagq Koäfficient St.aldaa t-statistik Magadlal
const 14.421 1.4463 9.971 0.0000

R −0.6258 0.0442 −14.176 0.0000
S 0.0612 0.0076 8.021 0.0000
R2 0.9916

Geteroskedastiktaï äsäxiïg Uaïtyn testäär ²alga¶.
Uaïtyn test:

F -statistik 2.2408 Magadlal 0.0882
Obs∗R2 8.0515 Magadlal 0.0897

Xäräw, itgäx tüw²ing 10%–aar awbal geteroskedastiktaï boloxyg testiïn ür
dün ilärxiïlj baïna.
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b) Ögögdsön täg²itgäliïg 1/St jintäïgäär XBK–yn jignäsän argaar ünäl´e.

Xamaaran xuw´sagq: I
jin: 1/S

Xuw´sagq Koäfficient St.aldaa t-statistik Magadlal
const 13.469 1.5590 8.423 0.0000

R −0.5987 0.0458 −13.062 0.0000
S 0.0663 0.0087 7.599 0.0000
R2 0.9447

Jignäägüï koäf –R2 0.9915

Änä täg²itgäliïg mön Uaïtyn testäär ²algawal:

Uaïtyn test:
F -statistik 2.4986 Magadlal 0.0636

Obs∗R2 8.7464 Magadlal 0.0678

Testiïn ür dün ur´dyn adil 10%–iïn itgäx tüw²ind geteroskedastik ²inj
baïgaag ilärxiïlj baïna. Geteroskedastik ²injiïn ilüü niïlmäl zagwaryg
(iltgägq) awq üz´e:

σ2
t = exp(γ0 + γ1Rt + γ2St).

et üldägdlüüdiïn kwadratyn logarifmyn ln Rt, ln St däärx regressiïg ünäl´e:

Xamaaran xuw´sagq: ln e2

jin: 1/S

Xuw´sagq Koäfficient St.aldaa t-statistik Magadlal
const -241.94 121.66 -1.989 0.0553
lnR 21.46 10.36 2.072 0.0464
ln S 38.43 20.14 1.909 0.0653
R2 0.1263

Koäfficientüüd 10%–iïn itgäx tüw²ind nölöötäï. Odoo ögögdsön täg²it-
gäliïg 1/ exp(l̂n e2)1/2 jintäïgäär XBK–yn jignäsän argaar ünäl´e. Üünd, l̂n e2–
süüliïn tuslax regressiïn prognozyn utguud:

Xamaaran xuw´sagq: I

jin: 1/ exp(l̂n e2)1/2

Xuw´sagq Koäfficient St.aldaa t-statistik Magadlal
const 13.805 1.6119 8.564 0.0000

R -0.6021 0.0491 -12.640 0.0000
S 0.0656 0.0088 7.476 0.0000
R2 0.9997

Jignäägüï koäf –R2 0.9911

Änä täg²itgäld Uaïtyn test xärägläe.

Uaïtyn test:
F -statistik 1.4633 Magadlal 0.2380

Obs∗R2 5.7138 Magadlal 0.2216
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Änä toxioldold, testiïn ür dün 10%–iïn itgäx tüw²ind geteroskedastikgüï
gäj garq baïna.

Bodlogo 6.7. Xüsnägt 6.7–d ANU-yn 1960–1979 ony importyn xämjää (M) ba
dotoodyn niït bütäägdäxüüniï xämjää (WNP) (m¶n.doll) ögögdjää.

a) M–iïn WNP däärx regressiïg baïguulj, aldaa awtokorrel¶cgüï baïx tuxaï
taamaglalyg 5%–iïn itgäx tüw²ind ²alga.

b) a)–toxioldold taamaglal n¶caagdwal awtokorrel¶ciïg zas.

On M WNP On M WNP
1960 23.2 506.0 1970 58.5 982.4
1961 23.1 523.3 1971 64.0 1063.4
1962 25.2 563.8 1972 75.9 1171.1
1963 26.4 594.7 1973 94.4 1306.6
1964 28.4 635.7 1974 131.9 1424.9
1965 32.0 688.1 1975 126.9 1528.1
1966 37.7 753.0 1976 155.4 1702.2
1967 40.6 796.3 1977 185.8 1899.5
1968 47.7 868.5 1978 217.5 2127.6
1969 52.9 935.5 1979 260.9 2368.5

Xüsnägt 6.7: D.Salvatore. Statistics and Econometrics, McGraw-Hill, 1982

Bodolt. a) M ba WNP–iïn grafikaas 1974 ony M–iïn oncgoï tölöwiïg xarj
bolno (ärqim xüqniï x¶mralaar taïlbarlagdax n´ ilüü magadlaltaï). Änä n´
regress–d d1974 gäsän idäwxgüï xuw´sagq oruulax ündäs bolno (1974 ond 1–täï
täncüü, busad ond 0–täï täncüü utga awna). Iïmd daraax regressiïg ünäläxäd
xürnä.

mt = β1 + β2WNPt + β3d1974t + εt.

XBK-ünälältiïn ür düng üzüülbäl:

Xamaaran xuw´sagq: t

Xuw´sagq Koäfficient St.aldaa t-statistik Magadlal
const −56.0818 5.4556 −10.280 0.0000
WNP 0.1257 0.0044 28.501 0.0000
d1974 8.8341 11.008 0.8025 0.4333
R2 0.9800

DW statistik 0.3240

Darbin-Uotsony statistikiïn gargan awsan utga DW = 0.32 n´ 5%–iïn dood
zaagaas mädägdäxüïc dooguur (oïrolcoogoor 0.97–toï täncüü) baïgaa n´ regressiïn
aldaa äeräg awtokorrel¶ctaï boloxyg gärqilnä.

b) Aldaa awtokorrel¶ctaï toxioldold regressiïn koäfficientuudyn disper-
siïn ünälält erönxiïdöö dooguur garna. Iïm uqraas aldaany nägdügäär ärämbiïn
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awtokorrel¶c büxiï regressiïg ²inäär ünäl´e.

Xamaaran xuw´sagq: t

Xuw´sagq Koäfficient St.aldaa t-statistik Magadlal
const 2869.2 68657. 0.0418 0.9672
WNP 0.1835 0.0211 8.7101 0.0000
d1974 19.859 1.7447 11.382 0.0000
AR(1) 1.0018 0.0431 23.220 0.0000

R2 0.9990
DW statistik 2.1127

Odoo DW statistik 2–t oïrxon garsan q änä utgyg taïlbarlax bolomjgüï.
Uqir n´, baruun taldaa xamaaran xuw´sagqiïn lagtaï utgyg aguulsan täg²it-
gäliïn xuw´d EViews programm zagwaryg ünäläxdää ²ugaman bus XBK argyg a²ig-
ladag. Änä regressiïn üldägdlüüdiïn xuw´d L´µng-Boksyn statistik n´ “al-
daa awtokorrel¶cgüï” gäsän täg taamaglalyg ügüïsgäj äs qadna. WNP–iïn ömnöx
koäfficient äxniï regressiïn xätärxiï optimist ünälältiïg bodwol änä udaad
ilüü öndör standart xazaïlttaï garsan baïna.

ρ–koäfficient 1–d oïrxon baïgaa n´ nägj ¶zguur baïx bolomjtoïg iltgänä.
Iïnxüü, manaï toxioldold täg²itgäliïg

∆mt = β1 + β2∆WNPt + β3d1974t + εt.

gäsän äxniï (I ärämbiïn) ¶lgawart ünälsän bol ilüü zöw baïx baïsnyg tämdägläe.



Büläg 7

Xamgiïn baga kwadratyn
nämält nöxcöltäï, örgötgösön
arga.

Standart ²ugaman zagwar awq üz´e.

y = Xβ + ε, (7.1)

Üünd,
ε ∼ N(0, σ2Ω). (7.2)

Ω-kowariaciïn matric n×n xämjäästäï, noormqlogdson (tr(Ω) = 1), bürän mädäg-
däj baïgaa gäj üz´e. Änä toxioldold xazaïltgüï, xamgiïn saïn ²ugaman ünälält
n´ daraax tom´ëogoor olddog boloxyg Büläg 5–t üzüülsän bilää.

β̂ = (X ′Ω−1X)−1X ′Ω−1y (7.3)

Änä ünälält daraax parametrüüd büxiï normal tarxalttaï baïdag.

β̂ ∼ N(β, σ2(X ′Ω−1X)−1) (7.4)

(7.3)-iïg xamgiïn baga kwadratyn örgötgösön ünälält (XBKÖ-ünälält) gäj när-
läx bögööd daraax optimizaciïn bodlogyn ²iïd bolno.

min
β

(y −Xβ)′Ω−1(y −Xβ). (7.5)

Praktikt Ω matric ixänxdää ül mädägdäx baïdag. Bid Ω matricyn bütäc ögögdsön,
xarin parametrüüdiïn utga n´ ögögdöögüï gäj üz´e. Ji²äälbäl, (7.1) sistemiïn
aldaa I ärämbiïn awtoregress üüsgädäg bol Ω matric daraax xälbärtäï gädgiïg
mädäj boldog.

Ω(ρ) =




1 ρ · · · ρn−1

ρ 1
. . .

...
...

. . . . . . ρ
ρn−1 · · · ρ 1




(7.6)
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Üünd, ρ–g ünäläx ²aardlagataï ül mädägdäx parametr. Erönxiï toxioldold, Ω
matric tögsgölög toony θ1, . . . , θm parameträäs xamaardag gäj üz´e. θ=(θ1, . . . , θm)′

gäwäl θ ba (σ2, θ) wektoruud funkcional´ xamaaralgüï gäj üzäj bolno. Änä n´
kowariaciïn matricyn parametrüüd β−aas xamaarsan funkc baïx toxioldlyg
ügüïsgäj baïgaa µm.

θ wektoryn zoximjtoï ünälältiïg θ̂ gääd Ω̂ = Ω(θ̂) gäj tämdägläe. Tägwäl
daraax xämjigdäxüüniïg xamgiïn baga kwadratyn nämält nöxcöltäï, örgöt-
gösön argyn (Feasible Generalised Least Squares, FGLS) ünälält gänä.

̂̂
β = (X ′Ω̂

−1
X)−1X ′Ω̂

−1
y. (7.7)

Xäräw θ̂ n´ θ wektoryn zoximjtoï ünälält bol ̂̂
β n´ mön β wektoryn zoximjtoï

ünälält µm. Erönxiï toxioldold änä dügnält xüqingüï.
Daraax nöxclüüd bielj baïgaa üed XBK–yn nämält nöxcöltäï, örgötgösön

ünälält ̂̂
β–g zoximjtoï gäj xaruulj bolno.

lim
X ′Ω−1X

n
= Q, (7.8)

p lim
X ′Ω−1ε

n
= 0. (7.9)

Änd Q n´ tögsgölög, ül böxöx matric.
Xamgiïn ix ünäniï xuw´ büxiï ünälält. (7.2) nöxcöl bielj baïxad (7.1) sis-

temiïn xamgiïn ix ünäniï xuw´ büxiï funkc ba tüüniï logarifmyg biqwäl:

L = (2π)−n/2(σ2)−n/2|Ω|−1/2exp
(
−(y −Xβ)′Ω−1(y −Xβ)

2σ2

)
,

lnL = −n

2
ln(2π)− n

2
ln(σ2) +

1
2

ln |Ω−1| − 1
2σ2

(y −Xβ)′Ω−1(y −Xβ).

ln L funkcääs β bolon σ2–aar ulamjlal awq tägtäï täncüülbäl:

β̂ = (X ′Ω̂
−1

X)−1X ′Ω̂
−1

y, (7.10)

σ̂2 =
1
n

(y −Xβ̂)′Ω̂
−1

(y −Xβ̂). (7.11)

Xarin θj (j = 1, . . . ,m)−äär differencialqilbal:

e′Cje

e′Ω̂
−1

e
=

1
n
tr(CjΩ̂). (7.12)

Üünd,

e = y −Xβ̂, Cj =
∂Ω−1(θ̂)

∂θj
.
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(7.10)–(7.12) täg²itgäliïn sistemiïn ²iïd n´ xamgiïn ix ünäniï xuw´ büxiï
argyn ünälält –β̂, θ̂, σ̂2 µm. Änä sistemiïn (7.12) täg²itgäliïg bodoxod nilääd
xünd. Zarim toxioldold x¶lbarxan bodogdox bolowq ixänxdää iteraciïn argyg
xärägläx ²aardlagataï boldog.

(7.12) täg²itgäl ba ε täg² xämt tarxalttaï gädgääs (β̂−β) ba−(β̂−β) xämjig-
däxüünüüd adilxan tarxalttaï bolox n´ mördnö. Ändääs β̂ xämjigdäxüün β–iïn
orqind täg² xämtäï tarxax ba xäräw matematik dundaj n´ or²ix bol xazaïltgüï
ünälält baïx n´ mördnö.

(7.10)−(7.12) sistemiïg bodox xäd xädän arga baïdag. Xamgiïn ix ünäniï xuw´
büxiï argaar ¶g todorxoï ²iïdiïg oloxoos gadna daraax xoër alxamt proceduryg
tügäämäl xäräglänä.

1. Xamgiïn baga kwadratyn standart argaar β̂(1) = (X ′X)−1X ′y. ünälält
baïguulna. Daraa n´ e(1) üldägdliïg olno. Änä üldägdlää a²iglan (7.12)
täg²itgäliïg bodoj, θ̂(1) (m × 1) parametriïg olno. Ändääs Ω̂(1) = Ω(θ̂(1))
matricyg baïguulna.

2. β̂(2) = (X ′Ω̂
−1

(1)X)−1X ′Ω̂
−1

(1)y. Zarim sul nöxcliïn üed (ji²ää n´ θ̂(1) zoximj-
toï ünälält gäx mät) β̂(2) ünälält x¶zgaartaa xamgiïn ix ünäniï xuw´ büxiï
ünälälttäï äkwiwalent baïna. Mön tüüwriïn too ix üed xamgiïn ix ünäniï
xuw´ büxiï argyn ünälält x¶zgaartaa ärqimtäï baïna.

7.1 Batatgax dasgal, bodlogo
Bodlogo 7.1. Änä bodlogond, xäräw Ω = Ω(θ) bögööd, θ̂–n´ θ–iïn zoximjtoï
ünälält bol XBK–yn nämält nöxcöltäï, örgötgösön argyn ünälält n´ erönxiï-
döö XBK–yn örgötgösön ünälälttäï dawxcax x¶zgaaryn tarxalttaï bi² gädgiïg
üzüülnä.

x =




1
1
...
1


 , Ω−1(θ) =




1 0 . . . 0
0 θ . . . 0
...

...
. . . 0

0 . . . 0 θn−1


 ba θ̂ = θ +

1
n

baïg.

a) p lim(θ̂) = θ boloxyg üzüül.

b) θ = 1 üed 1
n

x′Ω−1x = 1 ba x′Ω−1ε√
n

∼ N(0, σ2) gäj xaruul.

w) β̂(θ) = (x′Ω−1(θ)x)−1x′Ω−1(θ)y baïg. θ = 1 üed
√

n(β̂(θ) − β) ∼ N(0, σ2)
boloxyg üzüül.

g) Nögöö talaas, θ = 1 üed x′Ω−1(θ̂)x
n

→ e−1 ba x′Ω−1(θ̂)ε√
n

d−→ N

(
0, σ2 e2 − 1

2

)

boloxyg xaruul.
d) θ = 1 üed

√
n(β̂(θ)− β) d−→ N

(
0, σ2 e + 1

2(e− 1)

)
gäj batal.

d−→ tämdäglägää n´ tarxaltaaraa niïläxiïg ilärxiïlnä.
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e) θ–iïn utga 1–täï täncüü üed asimptotlog tarxalt β̂(θ̂) n´ (xamgiïn baga
kwadratyn nämält nöxcöltäï, örgötgösön ünälält), β̂(θ)–täï (xamgiïn baga kwad-
ratyn örgötgösön ünälält) ül dawxcana gädgiïg xaruul.

Bodolt. a) θ̂ = θ+
1
n

n´ sanamsargüï bi² xämjigdäxüün bögööd n →∞ üed θ–rüü
niïlnä. Iïmd θ̂ ünälält n´ zoximjtoï.

b) θ = 1 üed Ω−1(θ) n´ nägj matric bolno. Iïmääs

1
n

x′Ω−1x =
1
n

[
1 . . . 1

]



1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . 1







1
...
1


 =

1
n

n = 1.

x′Ω−1 =
[

1 . . . 1
]



1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . 1


 =

[
1 . . . 1

]

boloxyg anxaarwal
x′Ω−1ε√

n
=

ε1 + . . . + εn√
n

∼ N(0, σ2).

(Änd ε ∼ N(0, σ2I) gädgiïg a²iglaw).
w) β̂(θ) = (x′Ω−1(θ)x)−1x′Ω−1(θ)y bolog. Tägwäl θ = 1 üed
√

n(β̂(θ)− β) =
√

n((x′Ω−1(θ)x−1)x′Ω−1(θ)y − β)

=
√

n

(
1
n

x′Ω−1(θ)y − β

)
=
√

n

(
1
n

x′Ω−1(θ)(βx + ε)− β

)

=
x′Ω−1(θ)ε√

n
∼ N(0, σ2).

g) θ = 1 bol

x′Ω−1(θ̂)x
n

=
1
n

[
1 1 . . . 1

]



1 0 . . . 0
0 1 + 1

n . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . (1 + 1

n)n−1







1
1
...
1




=
1
n

n−1∑

k=0

(
1 +

1
n

)k

=
1
n

(
1 + 1

n

)n − 1(
1 + 1

n

)− 1

=
(

1 +
1
n

)n

− 1 n→∞−→ e− 1.

ξn =
x′Ω−1(θ̂)ε

σ
√

n
=

1√
n

n∑

k=1

(
1 +

1
n

)k−1 εk

σ

sanamsargüï xämjigdäxüün awq üz´e.
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Tüüniï xarakteristik funkciïg biqwäl: n →∞ üed

φξn = Eexp{iλξn} = E exp

{
iλ√
n

n∑

k=1

(
1 +

1
n

)k−1 εk

σ

}

=
n∏

k=1

φξk/σ

(
λ√
n

(
1 +

1
n

)k−1
)

=
n∏

k=1

exp



−

1
2

(
λ√
n

(
1 +

1
n

)k−1
)2





= exp



−

λ2

2n

n∑

k=1

((
1 +

1
n

)2
)k−1



 = exp

{
−λ2

2n

(1 + 1
n)2n − 1

(1 + 1
n)2 − 1

}

= exp

{
−λ2

2
(1 + 1

n)2n − 1
2 + 1

n

}
n→∞−→ exp

{
−λ2

2
e2 − 1

2

}
.

Änä x¶zgaar N
(
0, 1/2 · (e2 − 1)

)
gäsän normal sanamsargüï xämjigdäxüüniï xarak-

teristik funkctäï dawxcaj baïna. Tägwäl n →∞ üed

σξn
d−→ N

(
0, σ2 e2 − 1

2

)
.

d) β̂(θ) = (x′Ω−1(θ̂)x)−1x′Ω−1(θ̂)y baïg. θ = 1 üed
√

n(β̂(θ̂)− β) =
√

n
(
(x′Ω−1(θ̂)x)−1x′Ω−1(θ̂)y − β

)

=
√

n
(
(x′Ω−1(θ̂)x)−1x′Ω−1(θ̂)(xβ + ε) + β

)

=
√

n
(
(x′Ω−1(θ̂)x)−1x′Ω−1(θ̂)xβ − β

)

+
√

n(x′Ω−1(θ̂)x)−1x′Ω−1(θ̂)ε

= n(x′Ω−1(θ̂)x)−1σξn.

g)–toxioldold batalsan ür düng a²iglawal:

n(x′Ω−1(θ̂)x)−1 → 1
e− 1

.

Iïmd
√

n(β̂(θ̂)− β) d−→ 1
e− 1

N

(
0, σ2 e2 − 1

2

)
∼ N

(
0, σ2 e + 1

2(e− 1)

)
.

e) Bodlogyn batalgaa
√

n(β̂(θ)− β) ∼ N(0, σ2)

gäsän nöxclöös ²uud mördön garax tul

√
n(β̂(θ̂)− β) d−→ N

(
0, σ2 e + 1

2(e− 1)

)
.





Büläg 8

�ugaman regressiïn zagwaraar
prognozlox

Änä nomyn ömnöx bülgüüdäd ²ugaman regressiïn songodog zagwar, parametrüüdiïn
ünälältäd toxioldoj bolox gol bärx²ääliïn näg multikollinear (kollinear)
²inj, aldaany dispersüüd ¶lgaataï baïx (heteroscedasticity) toxioldol bolon aw-
toregressiïn zagwartaï tanilcsan bolno. Änä bülägt matematik zagwarqlalyn
erönxiï oïlgoltyg xöndöj, ²ugaman regressiïn zagwaraar prognozlox tuxaï towq
ögüüläx bolno.

Cag agaaryn mädää, ädiïn zasgiïn xätiïn tölöwiïn tuxaï mädää zäräg n´ prog-
nozyn dün baïdag. Bodit baïdald al´ bolox saïn niïcsän matematik zagwar
a²iglaj prognoz xiïdäg. Prognozyn dün, ur´dqilsan mädää zäräg n´ matema-
tik zagwaryn gadaad xuw´sagqdyn todorxoï utgand xargalzax dotood xuw´sagq-
dyn utga µm. Erönxiï toxioldold sistemiïn xätiïn tölöwiïg ur´dqilan taa-
maglax üïl ¶wcyg prognozlol gänä. Zagwar n´ matematik zagwarqlalyn äcsiïn
bütäägdäxüün baïdag ba zagwaryg zöw xärägläx üïl ajillagaag prognoz gäj oïl-
goj bolno. Ji²äälbäl xün amyn prognozyn zagwart jiliïn too xät ix baïj
boloxgüï.

Matematik zagwar diskret ba tasraltgüï, deterministik ba stoxastik,
statik ba dinamik, onowqlolyn ba täncwäriïn, tüünqlän simul¶ci zagwar zäräg
törlüüdtäï baïdag. �ugaman regressiïn täg²itgäl bol dotood xäsäg n´ Y , gadaad
xäsäg n´ (orqin n´) X1, . . . , Xk xüqin züïlääs togtox zadgaï sistemiïn stoxastik
zagwar µm.

Aliwaa üzägdäl ba zorilgod xüräxiïn tölöö gargax ²iïdwärt xuw´sax qanar
üzüüldäg xüqin züïls sistemd xamaarax ba sistemiïn xuw´sald nölöölöx bolowq
too xämjäägää xar´canguï saïn xadgalj ülddäg xüqin züïls n´ orqnyg bürdüülnä.
Sistemiïn orqin ¶magt x¶zgaargüï baïna. Orqintoïgoo xar´cdag sistemiïg zad-
gaï sistem, orqintoïgoo xar´cdaggüï sistemiïg bitüü sistem gänä. Oron zaï
äzläx sistemiïg biet sistem, oron zaï äzläxgüï sistemiïg konceptual sistem
gänä. Sistem, üzägdäl ba onolyg ilärxiïläx matematik dürsläliïg matematik
zagwar gänä. Sistemiïg matematik zagwaryn argaar sudlax uxaanyg matematik
zagwarqlal gänä. Sistemiïn matematik zagwar n´ sistemiïg tanin mädäx xärägsäl
bögööd tüüniïg ²injläx örgön bololcoo aguuldag. Saïn zagwar bolowsruulaxyn
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tuld matematik zagwarqlalyn ²atuud bolox
1. Sistem todorxoïlox
2. Zagwar tom³ëolox
3. Zagwaryg ²iïdäx
4. Zagwaryg ²injläx, ²algax
5. Zagwaryg saïjruulax
gäsän 5 alxamtaï algoritmyg xädän q udaa dawtaj bolno. Ädgäär ²atyg towq

todorxoïl³ë.
1. Sistem todorxoïlox. Änä ²atand sistemiïn dotood ba gadaad xäsgiïg

¶mar xuw´sagqaar tölöölüüläxiïg togtoono. Sistemiïn dotood xüqin züïlsiïg
tölöölöx xuw´sagqiïg sistemiïn dotood xuw´sagq, gadaad xäsäg buµu orqny xüqin
züïlsiïg tölöölöx xuw´sagqiïg sistemiïn gadaad xuw´sagq gänä. Sistemiïn xuw´-
sagqdyg songoxyg zagwarqlalyn üüdnääs sistem todorxoïlox gäj oïlgoj bolno.

2. Zagwar tom³ëolox. Songox zagwaryn törlöös ²altgaalj sistemiïn ba
zagwaryn xuw´sagqdyn too ¶lgaataï baïj bolno. Zoxioson zagwaraar utga n´
todorxoïlogdox xuw´sagqiïg dotood xuw´sagq gänä. Zagwart utgyg n´ ur´dqi-
lan todorxoïlson baïdlaar gadnaas ögq bolox xuw´sagqiïg gadaad xuw´sagq gänä.
“Gadaad xuw´sagqiïn utgyn öörqlölt dotood xuw´sagqiïn utgyg öörqilnö. Do-
tood xuw´sagqiïn utgyn öörqlölt gadaad xuw´sagqiïn utgyg öörqlöxgüï.” gäsän
dürmäär xuw´sagqdyg ¶lgana. Tuxaïn zagwart xugacaa bolon busad xuw´sagqaas
xamaaraxgüï bolowq gadaad xuw´sagqiïn adil sistemiïn tölöw baïdald nölöölöx
xuw´sagqiïg parametr gänä. Parametr bol zagwar tom³ëolox üed zagwaryn xuw´-
sagqdyn ²inj qanar, ur´dqilsan nöxcölöös üüsdäg, todorxoï taïlbartaï togt-
mol xämjigdäxüün µm. Xäräw gadaad xuw´sagq ba parametriïn utgyg zagwart
²uud ögwöl zagwar mön qanaraa aldaj, ²injilgää xiïx bolomj xomsdono. Zagwa-
ryn xuw´sagqdyn ²inj qanar, ur´dqilsan nöxcöliïg tusgaj todorxoïlson sis-
temiïg, matematik bütcäär ilärxiïläxiïg zagwar tom³ëolox gänä. Zagwarqlald
funkc, täg²itgäl, täg²itgäliïn sistem zärgiïg matematik bütäc gädäg. Zag-
war tom³ëolox üïl ¶wcyn dünd matematik zagwar buµu bütciïn zagwar (zag-
waryn bütciïn xälbär) üüsnä. Bütciïn zagwaryg bürdüüläx täg²itgäliïg büt-
ciïn täg²itgäl gänä. Bütciïn täg²itgäl tölöw baïdlyn täg²itgäl, adiltgal
täg²itgäl gäsän xoër töröltäï baïna.

3. Zagwaryg ²iïdäx. Bütciïn zagwaraas dotood xuw´sagqdyn utga oloxyg
zagwaryg ²iïdäx gänä. Zagwaryg ²iïdäx gädäg n´ dotood xuw´sagq büriïg gadaad
xuw´sagq ba parameträäs xamaarsan funkc xälbäräär ilärxiïlnä gäsän üg µm.
Ji²äälbäl

ax2+bx+c=0

gäsän bütciïn täg²itgäl büxiï täncwäriïn zagwar

x2+
b

a
x+

c

a
=0

gäsän ämxätgäsän kwadrat täg²itgältäï ijil ²iïdtäï baïx ba

x1(a, b, c) = − b

2a
+

√
b2

4a2
− c

a
,
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x2(a, b, c) = − b

2a
−

√
b2

4a2
− c

a

gäsän ²iïdtäï baïna. Änä toxioldold zagwaryn ²iïd xoër täg²itgältäï baïna.
Zagwaryn dotood xuw´sagqiïn ²aardlagataï utga buµu ²iïdiïg ilärxiïlj baï-
gaa funkciïg cägcälsän xälbäriïn täg²itgäl gänä. Cägcälsän xälbäriïn täg²it-
gälüüdääs togtox zagwaryg zagwaryn cägcälsän xälbär (cägcälsän xälbäriïn zag-
war) gänä. Cägcälsän xälbäriïn zagwaryn täg²itgäliïn too ba owor xämjää büt-
ciïn zagwarynxaas ix baïx bolomjtoï. Muu zagwar ²iïdtäï baïj bolox bolowq,
sudalj buï sistemiïn talaar µu q xälj qadaxgüï baïj bolno.

4. Zagwaryg ²injläx, ²algax. Zagwaryg ²iïdsäniï daraa bodlogo (asuudal)
todorxoïlox ²injilgää, mädrämtgiï baïdlyn ²injilgää (sensitivity analysis),
xar´cuulsan statik ²injilgää (comparative statics analysis) bolon ²aardagdax
busad ²injilgää xiïnä. Xar´cuulsan statik ²injilgääg mädrämtgiï baïdlyn
²injilgääniï töröl gäj üzäj bolno. Xar´cuulsan statik ²injilgääg cägcälsän
xälbäriïn täg²itgälüüd däär xiïnä. Zagwaryg xäzää q zagwaraar ²algadaggüï.
Zagwaryg bodit nöxcöl baïdlaar ²algana. Bodit baïdald niïcäx zagwaryg saïn
zagwar gäx ba saïn zagwaryg a²iglaj bolno. Zarim sudalgaand zagwaryn gadaad
xuw´sagq ba parametriïn utgyg xäräglägdäxgüï baïj bolno.

5. Zagwaryg saïjruulax. Bodit baïdald niïcäägüï zagwaryg örgötgöx äswäl
x¶lbarqlax zamaar 1–r ²atnaas äxlän saïjruulna.

Zagwar bodit baïdald niïcäj baïwal tüüniïg a²iglan prognoz xiïj, ono²
taw´j bolno.

Songoson zagwaryn töröl ba sistemiïn onclogt niïcüülj, zagwarqlalyn ²at
büriïg dotor n´ ¶nz büräär nariïwqlan zadalj bolno. �langu¶a 4–r ²at zagwaryn
törlöös ixääxän xamaarna. Tawan alxamtaï änä algoritmtaï oïrolcoo aguulgataï
algoritmyg mön sistem todorxoïlox gäj tom³ëolson baïdag.

Sistemiïg näg udaa todorxoïlj, zagwar tom³ëolj, ²iïdsänäär tölöw baïdal,
²inj qanaryg n´ bürän todorxoïlox bolomjgüï. Iïmääs sistemiïg tanin mädä-
xiïn tuld zagwaryg olon udaa öörqilj tuxaï bür ²iïdäj, ²injilj bodit baï-
daltaï xar´cuulna.

Diskret dinamik zagwart dotood xuw´sagqiïn tuxaïn üeiïn utga ömnöx üeiïn
utgaar todorxoïlogdox uqir xocrolttoï dotood xuw´sagqiïg gadaad xuw´sagq gäj
üzdäg.

εt =ρεt−1 + ut

gäsän awto regressiïn täg²itgäliïn xuw´d εt dotood xuw´sagq, εt−1, ut gadaad
xuw´sagq, ρ parametr bolno. Awto regressiïn täg²itgäl n´ diskret, stoxastik
törliïn zagwar µm.

�injilgää ba ²algaltaar x1, . . . , xk xamaaralgüï bolox n´ togtoogdson bol
²ugaman regressiïn zagwart y dotood xuw´sagq, x1, . . . , xk gadaad xuw´sagq, β0, β1,
. . . , βk parametr, ε ²inäär nämsän stoxastik xuw´sagq baïna. Regressiïn täg²it-
gäl

y = β0 + β1x1 + · · ·+ βkxk

n´ ganc dotood xuw´sagqtaï uqir zagwaryn bütciïn ba cägcälsän xälbär ijil
baïna. Iïnxüü ²ugaman regressiïn zagwar anxnaasaa ²iïdägdsän baïdag uqir
zagwarqlalyn 3–r ²atyg algasq, 4–r ²atand tüüniïg xuw´sagqdyn ajiglaltyn
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utguudaar ²injilnä. Änä ²injilgäägäär kollinear qanar, aldaany disper-
süüdiïn ¶lgaataï baïdal, dotood qanar (endogeneity) ilräx bolomjtoï ba ilärsän
toxioldold zagwaryg öörqlön, parametriïn ünälält baïguulj, bodit nöxcöl baïd-
laar ²algana. �ugaman regressiïn zagwaryg ²algasan bol tüügäär pronoz xiïx
tuxaï ¶r´j bolno.

�ugaman regressiïn zagwaryn ül xamaarax zarim xuw´sagq dotood xuw´sagq
bolox n´ togtoogdwol, busad gadaad xuw´sagqiïn xamaaran xuw´sagqid üzüüläx
nölöög ünän zöw toocox zorilgoor xärägsäl xuw´sagq a²igladag. �ugaman regres-
siïn zagwart ül xamaarax dotood xuw´sagq baïna gädäg n´ ug xuw´sagq ²injilj
buï sistemiïn dotood xäsägt xamaarna gäsän üg µm. Iïmääs ül xamaarax dotood
xuw´sagqiïg taïlbarlax öör gadaad xuw´sagq ilrüülj (utgyg n´ ajiglaj), büt-
ciïn ²inä täg²itgäl zoxiono.

Olon dotood xuw´sagqtaï sistemiïg zagwarqlaxyn tuld olon täg²itgäl a²ig-
lax n´ oïlgomjtoï ba olon täg²itgältäï zagwaryg näg ag²in dax´ täg²itgälüü-
diïn zagwar (simultaneous equations model, simultaneous model) gänä.

Süüliïn jilüüdäd olon dotood xuw´sagqtaï regressiïn zagwartaï xolbootoï
bütciïn täg²itgäliïn zagwarqlal (structure equation modeling) gäsän äkonometri-
kiïn arga xögjij baïna.

Äkonometrikiïn zagwart xuw´sagq xoorondyn xamaarlyg parametriïn tus-
lamjaar ilärxiïläx bütciïn täg²itgäliïg tölöw baïdlyn täg²itgäl gäx ba
parametr bolon sanamsargüï gi²üün aguulaagüï bütciïn täg²itgäliïg adilt-
gal täg²itgäl gänä.

Zagwaryn ²injilgääniï ²atand ²injilgääg xiïxdää ajiglaltyn utga ²aar-
dax, ül ²aardax xoër xälbäräär xiïnä.

Zagwar zärägcää täg²itgälüüdäär ögögdsön bol tüüniï cägcälsän xälbäriïg
olsny daraa, äxlääd ajiglaltyn utga ül ²aardax ²injilgää xiïnä. Zärägcää
täg²itgälüüdiïn cägcälsän xälbär n´ öör täg²itgälüüdiïn ²iïd baïx bolomj-
toï. Xuw´sagqdyn utga ül ²aardax ²injilgäägäär zagwaryn bütciïn xälbäriïn
parametrüüdiïn utga cägcälsän xälbär däx parametrüüdiïn utgaar nägän utgataï
todorxoïlogdox äsäxiïg ²algana.

Ögögdlüüd xugacaany bütäcgüï baïx toxioldold ül xamaaran xuw´sagqdyn
anxny ajiglaltand xamragdaagüï ²inä utguudaar xamaaran xuw´sagqiïg ünäläx
bodlogo (prognozyn bodlogo) tawigdaj bolno. Äkonometrikt prognoz xiïnä gäd-
giïg zöwxön änä utgaar oïlgoj xamaaran xuw´sagqiïn ünälält baïguulna.

Prognozlolyn asuudal ma² olon taltaï. Cägän ba zawsran prognozlol gäj
¶lgaj bolno. Äxniï toxioldold todorxoï näg too olox ba süülqiïn toxioldold
xuw´sagqiïn ünän utgyg ögögdsön itgäx tüw²intäï aguulsan zawsar baïguulna.

Änä bülägt taïlbarlagq xuw´sagqdyn utga ¶g todorxoï äswäl oïrolcoogoor
ögögdöj baïgaagaas xamaaruulan nöxcölt bus ba nöxcölt prognozlolyn tuxaï
ögüülnä. Ädgäärääs gadna xugacaany cuwaany xuw´d prognozlol aldaa xooron-
dyn awto korrel¶ctaï, awto korrel¶cgüï toxioldold ¶lgaataï baïdgiïg xaruulna.
Odoo prognozyn tuxaï gol asuudaldaa or³ë. Äxlääd

y = Xβ + ε (8.1)

gäsän songodog regressiïn zagwar awq üz´e. Üünd, y–xamaaran xuw´sagqiïn n×1–
wektor, X–ül xamaaran xuw´sagqiïn n × k matric, ε–aldaany n × 1–wektor, β–
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parametriïn wektor, Eε = 0, V(ε) = σ2. Ül xamaaran xuw´sagqdyn xn+1 = (xn+1,1,
. . . , xn+1,k)′ ajiglaltyn utga oldson ba tüünd xargalzax xamaaran xuw´sagq daraax
zagwaryg xangana gäj üz´e.

yn+1 = x′
n+1β + εn+1 (8.2)

Üünd, E(εn+1) = 0, V(εn+1) = σ2 baïxyn zärägcää εn+1 sanamsargüï xämjigdäxüün
ε–toï korrel¶c xamaaralgüï baïna. (y, X, xn+1) gäsän ajiglaltyn utguudaar
yn+1–iïg ünäl´e. Änä ünälältiïn onclog bol ömnöx ²ig parametriïg bi², sanam-
sargüï xämjigdäxüüniïg ünäläxäd or²ino.

8.1 Nöxcölt bus prognozlol
Ünälältänd xärägläx wektor xn+1 ¶g todorxoï mädägdäj baïx üeiïn prognozyg
nöxcölt bus prognoz gänä.

β ba σ2 parametriïn utga mädägdäj baïna gäj üz´e. Tägwäl yn+1 xämjigdäxüü-
niï ünälält ŷn+1 = ŷ–aar

Eyn+1 = xn+1β

utgyg awna. Änä prognozyn dundaj kwadrat aldaa

E(yn+1 − ŷ) = E(ε2
n+1) = σ2.

εn+1 xämjigdäxüüniïg normal tarxalttaï gäj üzwäl yn+1–iïn utgyg α magad-
laltaï aguulax (ŷ − σtα, ŷ + σtα) zawsar oldono. tα–standart normal tarxaltyn
xoër talt α-kwantil.

Bodit am´drald tügäämäl toxioldox uqir β ba σ2 parametr mädägdäxgüï baïna
gäj üz´e. (8.1) zagwaryg a²iglawal β ba σ2-yn XBK-ünälält xargalzan

β̂ = (X ′X)−1X ′y = Ay, s2 = ε′ε/(n− k)

baïna. Iïmääs änä toxioldold yn+1–iïg

ŷ = x′n+1β̂ (8.3)

xämjigdäxüünäär ünälj bolno. (8.3) ünälält xazaïltgüï ba xazaïltgüï ²uga-
man ünälältiïn angid xamgiïn baga dundaj kwadrat aldaataï gädgiïg x¶lbar
xaruulj bolno. Songodog regressiïn zagwart β̂OLS = β̂ xazaïltgüï baïdag uqir
E(β̂) = β baïna. (8.3) xazaïltgüï gädgiïg xaruulaxyn tuld Eŷ = Eyn+1 baïxyg
xaruulna:

Eŷ = E(x′n+1β̂) = E(x′n+1(X
′X)−1X ′y) = x′n+1(X

′X)−1X ′E(Xβ + ε)

= x′n+1(X
′X)−1X ′XEβ + 0 = x′n+1Eβ = x′n+1β = Eyn+1.

Nögöö talaas (8.2) ësoor yn+1 = x′n+1β + εn+1 baïx tul

Eyn+1 = x′n+1Eβ + 0 = x′n+1Eβ = x′n+1β.

Däärx dügnältiïn xoër dax´ xäsgiïg teorem xälbäräär tom³ëolj batal³¶.
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Teorem 8.1.1. ỹ = c′y n´ yn+1 xämjigdäxüüniï ünälält bolog. c = (c1, c2, . . . , cn)′

n´ ¶mar näg wektor. ỹ xazaïltgüï, ööröör xälbäl
Eỹ = Eyn+1 = x′n+1β (8.4)

baïg. Tägwäl
E(ỹ − yn+1)2 ≥ E(ŷ − yn+1)2

bielnä.
B a t a l g a a: (8.4) ësoor duryn β–iïn xuw´d Eỹ = c′Xβ = x′n+1β baïx uqir

c′X = x′n+1. (8.5)

Batalgaand
E(yy′) = E[(Xβ + ε)(Xβ + ε)′] = E[(Xβ + ε)(β′X ′ + ε′)]

= E(Xββ′X ′) + E(εε′) = σ2I + Xββ′X ′,

E(yy′) = σ2I + Xββ′X ′ (8.6)

ba

E(β̂β̂
′
) = E(Ayy′A′) = AE(yy′)A′ = A(σ2I + Xββ′X ′)A′

= σ2AA′ + AXββ′X ′A′,

AA′ = (X ′X)−1X ′X(X ′X)−1 = (X ′X)−1,

AX = (X ′X)−1X ′X = I,

E(β̂β̂
′
) = σ2(X ′X)−1 + ββ′ (8.7)

xamaarlyg xärägläx bolno.
ỹ ünälältiïn aldaany kwadrat dundjiïg

E(ỹ−yn+1)2 = E(ỹ−ŷ+ŷ−yn+1)2 = E(ỹ−ŷ)2+2E(ỹ−ŷ)(ỹ−yn+1)+E(ŷ−yn+1)2 (8.8)

gäj biqij bolno. (8.8)–iïn xuw´d
E(ỹ − ŷ)(ỹ − yn+1) = 0

baïna gädgiïg xaruul³¶.
E(ỹ − ŷ)(ỹ − yn+1) = E(c′yx′n+1β̂)− E(x′n+1β̂x′n+1β̂)− E[c′y(x′n+1β + εn+1)]

+E[x′n+1β̂(x′n+1β + εn+1)] (8.9)

gäj zadarna. 1–r nämägdäxüün:

E(c′yx′n+1β̂) = E(c′yx′n+1β̂
′
xn+1)

= c′E(yy′)X(X ′X)−1xn+1

(8.8)︸︷︷︸
= c′(σ2I + Xββ′X ′)X(X ′X)−1xn+1

(8.5)︸︷︷︸
= σ2x′n+1(X

′X)−1xn+1 + x′n+1Xββ′xn+1.
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2–r nämägdäxüün:

E(x′n+1β̂x′n+1β̂) = x′n+1E(ββ′)xn+1

= x′n+1(σ
2(X ′X)−1 + ββ′)xn+1

= σ2x′n+1(X
′X)−1xn+1 + x′n+1ββ′xn+1.

3–r nämägdäxüün:

E[c′y(x′n+1β + εn+1)] = c′E(y)β′xn+1

= c′Xββ′xn+1

(8.5)︸︷︷︸
= x′n+1ββ′xn+1.

4–r nämägdäxüün:

E[x′n+1β̂(x′n+1β + εn+1)] = E(x′n+1β̂(x′n+1β + εn+1) = E(x′n+1β̂β′xn+1)

= E(x′n+1(X
′X)−1X ′(Xβ + ε)β′xn+1)

= x′n+1ββ′xn+1.

Ädgäär dörwön ür düng (8.9)–d tawibal täg garna. Iïmääs (8.8)–yg

E(ỹ − yn+1)2 = E(ỹ − ŷ)2 + E(ŷ − yn+1)2 ≥ E(ŷ − yn+1)2

gäj biqij bolox tul teorem batlagdana.
Odoo prognozyn aldaany kwadrat dundaj

E(ỹ − yn+1)2 = σ2(1 + x′n+1(X
′X)−1xn+1) (8.10)

baïxyg xaruul³¶.

E(ŷ − yn+1)2 = E(ŷ2 − 2ŷyn+1 + y2
n+1)

= E(x′n+1β̂β̂
′
xn+1 − 2x′n+1β̂(x′n+1β + εn+1) + (x′n+1β + εn+1)2)

= x′n+1(σ
2(X ′X)−1 + ββ′)xn+1 − 2x′n+1ββ′xn+1 + x′n+1ββ′xn+1 + σ2

= σ2x′n+1(X
′X)−1xn+1 + σ2

= σ2(1 + x′n+1(X
′X)−1xn+1).

σ2–yg s2 ünälältäär n´ soliod

δ =
√

s2(1 + x′n+1(X
′X)−1xn+1)

gäe.
§ 3.5–d xärägläsän ündäsläliïg a²iglan (ε, εn+1) aldaanuud xamtyn normal

tarxalttaï baïxad (ŷ − yn+1)/δ sanamsargüï xämjigdäxüün n− k qölööniï zäräg
büxiï St´µdentiïn tarxalttaï gädgiïg togtooj bolno. Iïmääs yn+1–iïn α itgäx
tüw²in büxiï itgäx zawsar (ŷ−δtα, ŷ+δtα) baïna. Änd n−k qölööniï zäräg büxiï
St´µdentiïn tarxaltyn xoër talt α-kwantiliïg tα gäj tämdägläsän bolno.
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Sistem (8.1)
yt = β1 + β2xt + εt, t = 1, . . . , n

xälbärtäï baïxad (8.10) tom³ëo

E(ŷ − yn+1)2 = σ2

(
1 +

1
n

+
(xn+1 − x̄)2∑

(xt − x̄)2

)
(8.11)

xälbärtäï bolno gädgiïg xarj bolno (x̄ = 1
n

∑
xt). (8.11)–ääs prognozyn dundaj

kwadrat aldaa xn+1 = x̄ üed xamgiïn baga baïx ba x̄–ääs xn+1 xoldox tutam xar-
galzax itgäx zawsar örgösöx n´ mördön garna (Zurag 8.1).

y

xx

Zurag 8.1:

8.2 Nöxcölt prognozlol
Ömnö ül xamaaran xuw´sagqiïn wektor xn+1 mädägdäj baïna gäj üzsän. Gäwq
praktikt xn+1 aldaa aguulax toxioldol baïdag. Tuxaïlbal xugacaany cuwaa-
gaar prognoz xiïxäd ül xamaaran xuw´sagqdyn utgyg prognozoldog uqir jinxänä
utgaas gajsan utgand xüräxääs zaïlsxiïx bolomjgüï baïdag. Iïmääs änd nöx-
cölt prognozyn bodlogo awq üz´e. (8.1), (8.2) bielj baïwq, xn+1 wektor aldaataï
ajiglagddag gäe.

z = xn+1 + u, (8.12)

u n´ ε, εn+1–ääs ül xamaaran k × 1 sanamsargüï wektor, Eu = 0, Vu = σ2
uI. Änä

toxioldold (8.3) prognoz
ŷ = z′β̂ (8.13)

xälbärt ²iljinä. Prognozyn aldaag

e = ŷ − yn+1

gäwäl u, β̂ xamaaralgüï ba Eu = 0 uqir

Ee = E(z′β̂)− x′n+1β = E[(xn+1 + u)′β̂]− x′n+1β

= E(x′n+1β̂) + E(u′β̂)− x′n+1β = 0.
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Änä n´ (8.13) ünälält xazaïltgüï gädgiïg xaruulna. Mön

Ee2 = σ2(1 + x′n+1(X
′X)−1xn+1) + σ2

utr((X
′X)−1) + σ2

uβ̂
′
β (8.14)

baïxyg xaruulj bolno (dasgal bolgoj üldääe).
Iïmääs ül xamaaran xuw´sagq aldaataï üed prognozyn aldaa (8.10)–d σ2

u dis-
perstäï proporcional´ xoër ²inä äeräg nämägdäxüün nämägdänä.

Nöxcölt prognozyn toxioldold yn+1–iïn itgäx zawsryg nöxcölt bus prog-
nozyn adilaar x¶lbar baïguulax bolomjgüï. Änä n´ ε, εn+1, u aldaanuud normal
tarxalttaï üed ŷ ünälält normal tarxalttaï xamaaralgüï xoër wektoryn skal¶r
ürjwär boldogtoï xolbootoï. Iïnxüü itgäx zawsryg analitik xälbäräär olox
bolomjgüï bolowq oïrolcoogoor olox toon arga baïdag.

8.3 Aldaa awtoregresstäï üed prognozlox
(8.1),(8.2) gäsän xugacaany bütäcgüï zagwaryg xugacaany bütäctäï gäj üzääd aldaa
xugacaany xuw´d korrel¶c xamaaraltaï baïx toxioldlyg awq üz´e. Änä toxiol-
dold

εt = ρεt−1 + νt, t = 1, . . . , n, n + 1 (8.15)

gäsän 1–r ärämbiïn awtoregressiïn process awq üzäx ²aardlaga garna. Üünd, {νt,
t = 1, . . . , n, n+1} xamaaralgüï, normal tarxalttaï sanamsargüï xämjigdäxüüniï
daraalal bögööd E(νt) = 0 , dispers σ2

ν togtmol, |ρ| < 1. Prognozyg saïjruulaxyn
tuld (8.15) gäsän aldaany tuxaï mädäälliïg xärxän a²iglaj boloxyg xaruul³¶.
Anx awq üzsäniï adilaar β ba ρ parametriïg mädägdäj baïna gäj üz´e. yn+1–iïn
ünälältäär

ŷ = x′n+1β + ρεn = x′n+1β + ρ(yn − x′nβ) (8.16)

xämjigdäxüüniïg aw³¶. Änä toxioldold

e = yn+1 − ŷ = νn+1

aldaanaas Ee = 0 ba
Ee2 = σ2

ν = (1− ρ2)σ2
ε (8.17)

mördön garaxyg x¶lbar xaruulj bolno: (8.15) ësoor Eνn+1 =0 uqir Ee=Eνn+1 =0
ba Ee2 = Eν2

n+1. (8.15) n´ εn+1 = ρεn + νn+1 toxioldlyg aguulax uqir

νn+1 = εn+1 − ρεn

bielnä. Iïmääs
Ee2 = Eν2

n+1 = E(εn+1 − ρεn)2 = σ2
ν .

Ömnö σ2
ε = σ2

ν/(1 − ρ2) baïxyg togtooson ba üüniïg σ2
ν = σ2

ε(1 − ρ2) gäj biqij
bolox tul (8.17) bielnä. Iïm baïdlaar prognozyn aldaag bagasgax bolomjtoï.
Änä n´ aldaa korrel¶cgüï baïx toxioldold bolomjgüï µm.

Bodit baïdald regressiïn parametrüüd mädägdäxgüï baïdag uqir yn+1 xämjig-
däxüüniïg prognozloxdoo (8.16) tom³ëond β ba ρ–g xugacaany korrel¶cid xärägläs-
läsän arguudyn al´ nägäär gargaj awsan ünälältäär n´ solino. Ji²äälbäl

ŷ = x′n+1β̂ + r(yn − x′nβ̂) (8.18)
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ünälält a²iglaj bolno.
Prognozyn dundaj kwadrat aldaany analitik ilärxiïlliïg olox bolomjgüï.

Praktikt (8.17) tom³ëog xärägläxdää σ2
ν–iïg (6.11), (6.12) regressääs gargaj awsan

ünälältäär n´ solidog.
Dügnält:

1. (8.1), (8.2) zagwar dax´ xämjigdäxüüniï prognoz ŷ n´ (8.3) täncätgäläär
ögögdöx ba β̂ n´ β wektoryn (8.1) regressäär gargan awsan XBK-ünälält.

2. Änä ünälält yn+1 xämjigdäxüüniï xazaïltgüï ²ugaman ünälältiïn angid
xamgiïn baga dundaj kwadrat aldaataï baïna.

3. Prognozyn dundaj kwadrat aldaa n´ (8.10) täncätgäläär todorxoïlogdono.

4. Ül xamaaran xuw´sagqid aldaataï baïx üed prognozyn aldaa (8.14) tom³ëo-
goor ösnö.

5. (8.1), (8.2) zagwaryn aldaa 1–r ärämbiïn awtoregressiïn process üüsgädäg
bol tom³ëo (8.18)–yg a²iglaj prognozyn aldaag bagasgaj bolno.

8.4 Batatgax dasgal, bodlogo
Bodlogo 8.1. yt = α+βxt + εt, t = 1, . . . , 10 gäsän xos regressiïn zagwaryn xuw´d

∑
yt = 8,

∑
xt = 40,

∑
y2

t = 26,
∑

x2
t = 200,

∑
xtyt = 20

mädägdäj baïgaa ba todorxoï s–r ajiglaltyn utga xs = 10 baïg. xs = 10 ögögdsön
zagwaryg xangana gäj üzääd

a) ys xämjigdäxüüniï xamgiïn saïn, xazaïltgüï, ²ugaman prognozyg ol;
b) Prognozyn standart aldaag ünäl.

Bodolt. a) Ünälältiïn qanar ësoor

β̂ =
∑n

t=1 xtyt − nx · y∑n
t=1 x2

t − nx̄2
=

20− 10 · 4 · 0.8
200− 10 · 42

= −0.3

α̂ = ȳ − β̂x̄ = 0.8 + 0.3 · 4 = 2

Onol ësoor (tom³ëo (8.3)–yg xarna uu)

ys = α̂ + β̂xs = 2− 0.3 · 10 = −1

b) Ögögdsön zagwaryn xuw´d üldägdlüüdiïn kwadratyn niïlbär ESS–iïg ol³ë.∑n
t=1 et = 0 ba

∑n
t=1 xtet = 0 baïxyg xargalzwal

ESS =
∑

e2
t =

∑
et(yt − α̂− β̂xt) =

∑
etyt =

∑
(yt − α̂− β̂xt)yt

=
∑

y2
t − α̂

∑
yt − β̂

∑
xtyt = 26− 2 · 8 + 0.3 · 20 = 16.
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Aldaany dispersiïn ünälält ësoor

σ̂2 =
ESS
n− 2

=
16
8

= 2.

Prognozyn aldaany dundaj kwadrat ünälält (8.11) tom³ëogoor

δ = σ2

(
1 +

1
n

+
(xs − x̄)2∑
(xt − x̄)2

)

= 2
(

1 +
1
10

+
(10− 4)2

200− 10 · 42

)
= 4.

Iïmääs prognozyn standart aldaany ünälält 2 baïna.
Bodlogo 8.2. y = Xβ + ε (y –n × 1 wektor, X –n × k matric) gäsän stan-
dart ²ugaman zagwaryg erdiïn xamgiïn baga kwadratyn argaar ünäl´e. y0, x′0 =
(x01, . . . , x0k) n´ nämält ajiglalt bolog. Änä ajiglalt ögögdsön zagwaryg xangax
tuxaï asuultand ¶mar statistik a²iglaj xariulax wä?
Bodolt. Nämält ajiglalt ögögdsön zagwaryg xangax toxioldold

t =
ŷ0 − y0

δ

statistik n − k qölööniï zäräg büxiï St´µdentiïn tarxalttaï baïna. Üünd,
ŷ0 − y0–iïn prognoz, δ–prognozyn standart aldaany ünälält,

δ =
√

s2(1 + x′0(X
′X)−1x0.

Däärx üg düng a²iglan asuultand xariul³¶. Itgäx tüw²in α–iïn xuw´d t statis-
tikiïn utgyg ol³ë. Nämält ajiglalt ögögdsön zagwaryg xangana gäsän täg taa-
maglal |t| > t1−α/2(n− k) üed n¶caagdax ba |t| ≤ t1−α/2(n− k) üed zöw²öörögdönö.
Änd t1−α/2(n − k) n´ n − k qölööniï zäräg büxiï St´µdentiïn tarxaltyn xoër
talt (1− α/2)-kwantil.
Bodlogo 8.3. (8.10) tom³ëog daxin ²alga.
Bodlogo 8.4. (8.11) täncätgäliïg batal.
Bodlogo 8.5. Songodog regressiïn zagwar y =Xβ + ε (y–n × 1 wektor, X–n × k
matric, ε aldaany n× 1 wektor, β koäfficientiïn k × 1 wektor, Eε = 0, V(ε) =
σ2I) ögögdsön baïg. xn+1 = (xn+1,1, . . . , xn+1,k)′ ül xamaaran xuw´sagqdyn nämält
ajiglaltyn utga ba yn+1 = x′n+1β + εn+1 bolog. Xäräw X togtmol aguulax ba
xn+1,j bür X–iïn j–r baganyn dundajtaï täncüü bol prognozyn aldaa xamgiïn
baga baïna gädgiïg xaruul.





Büläg 9

Xärägsäl xuw´sagqid

§ 5.1 xäsägt stoxastik regressortoï zagwaryn xuw´d ül xamaarax xuw´sagqid n´
aldaataïgaa korrel¶ctaï üed xamgiïn baga kwadratyn argaar ünälsän ünälältüüd
xazaïlttaï, zoximjtoï bi² baïj boldgiïg durdsan bilää. Ädgäär xündrälääs
garax arguudyn näg n´ xärägsäl xuw´sagq gäj närlägdäx öör ül xamaarax xuw´sagq
a²iglax ¶wdal µm. Xazaïltgüï ünälält gargaj awaxyn tuld daraax 2 qanaryg
xangasan baïx ²aardlagataï.

1. �inä xuw´sagqid ögögdsön ül xamaarax xuw´sagqidtaï saïn korrel¶c xamaa-
raltaï baïx,

2. �inä xuw´sagqid aldaa bürtäï korrel¶c xamaaralgüï baïx.

9.1 Xärägsäl xuw´sagqdyn tuslamjtaï olson ünälält
zoximjtoï bolox n´

Ögögdsön zagwar
y = Xβ + ε (9.1)

täg²itgäläär dürslägddäg baïg. Yünd: y–xamaaran xuw´sagqiïn n×1 wektor; X–
ül xamaarax xuw´sagqiïn n×k matric; ε–aldaany n×1 wektor; β–parametrüüdiïn
k × 1 wektor. Tüünqlän Z–xärägsäl xuw´sagqdyn n × k matric ögögdsön. k × k
xämjääst Z′X matric urwuutaï gäe. Tägwäl

β̂IV = (Z′X)−1
Z′y (9.2)

ünälältiïg xärägsäl xuw´sagqdyn (Instrumental variables) tuslamjtaïgaar olson β
parametriïn ünälält gänä. Änä ünälältiïg

β̂IV = (Z′Z)−1
Z′y

xälbärt bi² quxam ¶agaad (9.2) xälbärtäï awsnyg xaruul³¶. (9.1)–iïg (9.2)–d or-
luulbal:

β̂IV = (Z′X)−1
Z′(Xβ + ε) = β + (Z′X)−1

Z′ε = β +
(

1
n
(Z′X)

)−1 1
n

Z′ε (9.3)
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X ba Z n´ saïn korrel¶c xamaaraltaï gädgiïg formaliar ilärxiïläx daraax
nöxcöl bieäldäg gäe.

n →∞ üed (1/n)(Z′X) matricuudyn daraalal ¶mar näg ül böxöx matric ruu
magadlalaaraa niïlnä. (9.4)

Z ba ε korrel¶c xamaaralgüï uqraas (1/n)Z′ε gi²üün magadlalaaraa täg
rüü niïlnä. (Z ba ε korrel¶c xamaaralgüï gädgiïg p lim

1
n

Z′ε = 0 gäsän ilüü
sul nöxclöör sol´j bolno.) (9.3)–aas β̂IV ünälält zoximjtoï bolox n´ mördnö.
Erönxiï toxioldold β̂IV n´ xazaïlttaï, kowariaciïn matric n´ minimal baïx
nöxcliïg xangaxgüï boloxyg tämdägläe. Ööröör xälbäl, Z–ääs iläär xamaarax
uqraas ärqimtäï bi².

9.2 Xämjiltiïn aldaany nölöö
Xärägsäl xuw´sagqiïg a²iglaxad xämjiltiïn aldaa nölöölöx äsäxiïg awq üz´e.

Xamaaran xuw´sagqiïn xämjiltiïn aldaa: (9.1) zagwar ünän bolowq xamaaran
xuw´sagq y n´ y∗ = y + u xälbärtäï, u aldaataï ajiglagdsan gäj üz´e. E(u) = 0
bögööd u n´ X ba ε–oos ül xamaardag baïg. Tägwäl zagwar y∗ = Xβ + (ε + u)
xälbärtäï bolox ba E(ε + u) = 0 Cov(X; ε + u) = 0 tul β parametriïn ünälält
xazaïltgüï, zoximjtoï baïna. Ändääs, xämjiltiïn aldaa n´ zöwxön V(ε + u) =
σ2(ε) + σ2(u) dispersiïg ixäsgäxäd xürgäj baïna.

Ül xamaarax xuw´sagqiïn xämjiltiïn aldaa: Ömnöxiïn adilaar, ül xamaarax
xuw´sagq n´ V aldaataï ajiglagdsan gäe (X∗ = X +V ). Aldaany matric V –iïn
matematik dundaj tägtäï täncüü, ε–oos ül xamaardag baïg. Tägwäl regressoruud
ba aldaa n´ korrel¶c xamaaral büxiï daraax regress üüsnä:

y = (X∗ − V )β + ε = X∗β + (ε− V β) = X∗β + ε∗,

E(X∗′ε∗) = E[(X′ + V ′)(ε− V β)] = −E(V ′V )β.

Änä n´ erönxiïdöö XBK-ünälältüüd xazaïltaï, zoximjtoï bi² boloxyg ilär-
xiïlj baïna. Ül xamaarax bolon xamaaran xuw´sagqid xoëulaa aldaataï xämjigd-
sän erönxiï toxioldold mön iïm ür dünd xürnä.

9.3 Xamgiïn baga kwadratyn xoër alxamt xarga
�aardlagataï xärägsäl xuw´sagqdyg olox n´ x¶lbar bi² bodlogo bögööd zöwxön
tuxaïn bodlogotoïgoo u¶lduulan songon awdag boloxyg tämdägläe. Xärägsäl xuw´-
sagqdyg songon awq xamgiïn baga kwadratyn argaar ünäläx argyg xamgiïn baga
kwadratyn xoër alxamt arga gänä. Änä argaar ünäläxiïn tuld xärägsäl xuw´sag-
qiïn too n´ ül xamaarax xuw´sagqiïn toonoos bagagüï baïxyg ²aardaxad xangalt-
taï. Änä toxioldold, β̂IV –tom³ëog garga¶. Z n´ ²ugaman xamaaralgüï baganuud
büxiï (rank(Z) = m) m ≥ k baïx n×m xämjääst matric baïg. Xn×k matricyn
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xj(j = 1, k) bagana büriïn xuw´d xj–iïn Z däärx regressiïg bodoj x̂j –prognozyn
utguudyg gargan awna:

x̂j = Z(Z′Z)−1
Z′xj , j = 1, k buµu X̂ = Z(Z′Z)−1

Z′X.

Daraa n´ x̂j utguudyg ²inä ül xamaaran xuw´sagq mätäär awq y–iïn x̂j däärx
erdiïn regressiïg baïguulax zamaar β parametriïn β̂IV ünälältiïg olno.

β̂IV = (X̂ ′X̂)−1X̂ ′y = (X′Z(Z′Z)−1Z′X)−1X′Z(Z′Z)−1Z′y (9.5)

Iïnxüü x̂j–prognozyn utguud bolon β̂IV –ünälältiïg oloxod xamgiïn baga kwadra-
tyn argyg 2 udaa xärägläj buï uqraas “xoër alxamt arga” xämään närlägdäj baï-
gaa µm. Manaï toxioldold X̂ matricyg güïcäd k rangtaï gäj üznä (rankX̂ = k).
Ändääs üzwäl m ≥ k gäsän nöxcöl xärägsäl xuw´sagqdyg a²iglax zaïl²güï nöxcöl
bolj baïna.

Ömnö awq üzsän (9.4)–nöxcöltäï töstäï daraax xoër nöxcöl:
1) n → ∞ üed (1/n)Z′X matricuudyn daraalal güïcäd k rangtaï ¶mar näg

matric ruu magadlalaaraa niïlnä,
2) n →∞ üed (1/n)Z′Z matricuudyn daraalal ¶mar näg ül böxöx matric ruu

magadlalaaraa niïlnä
bieälj baïwal (9.5) ünälält zoximjtoï boloxyg xaruulj bolno.

9.4 Xausmany test
Xärägsäl xuw´sagqdyg a²iglax uu? äswäl erdiïn xamgiïn baga kwadratyn argyg
xärägläxäd xangalttaï µu gäsän asuult garna. Änä asuultyn xariult n´:

H0 : p lim(1/n)X′ε = 0 taamaglalyg H1 : p lim(1/n)X′ε 6= 0 örsöldögq taamag-
lalyn nöxcöld ²algaxtaï äkwiwalent µm. Änä taamaglalyg zöwxön y; X ajig-
laltuudaar ²algax bolomjgüï uqraas XBK-ünälält β̂1 = β̂OLS–ääs gadna zarim
näg xärägsäl xuw´sagqiïn tuslamjtaï olson β̂2 = β̂IV ünälältiïg a²iglana. H0

taamaglalyn nöxcöld β̂1 ünälält zoximjtoï, ärqimtäï baïx ba xarin örsöldögq
taamaglal H1–iïn xuw´d zoximjtoï bi² baïna. β̂2–ünälält al´ q taamaglalyn
nöxcöld zoximjtoï baïna. Iïmd H0 taamaglalyn nöxcöld β̂2−β̂1 ¶lgawar täg rüü
tämüüläx ba normqilsny daraa änäxüü ¶lgawryn tarxalt n´ x¶zgaartaa ¶mar näg
todorxoï tarxalt ruu niïlnä. Ünäxäär, x¶zgaaryn toxioldold V(β̂2) − V(β̂1) =
V(β̂2)−V(β̂1) baïx ba (β̂2−β̂1)′(V(β̂2)−V(β̂1))−1(β̂2−β̂1) xämjigdäxüün k qölööniï
zäräg büxiï xi-kwadrat tarxalt ruu niïldäg boloxyg Xausman (Hausman 1978)
bataljää.

Dügnält:

1. Ül xamaarax xuw´sagqid ba aldaa korrel¶c xamaaraltaï üed XBK- ünälält
xazaïlttaï bögööd zoximjtoï bi². Zoximjtoï ünälält gargan awaxyn tuld
xärägsäl xuw´sagqdyg a²iglaj bolno.

2. Xärägsäl xuw´sagqdyn too n´ ül xamaarax xuw´sagqdyn toonoos bagagüï
baïna.
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3. Xärägsäl xuw´sagqid n´ regressiïn aldaataï korrel¶c xamaaralgüï, xarin
ül xamaarax xuw´sagqidtaï korrel¶c xamaaraltaï baïx ëstoï. Änä toxiol-
dold, β̂IV zoximjtoï bolowq ärqimtäï ünälält bolj qadaxgüï.

4. Xamaaran xuw´sagq n´ aldaataï xämjigdsän üed XBK-ünälält xazaïlttaï
zoximjtoï baïna. Ül xamaarax xuw´sagq n´ aldaataï xämjigdsän üed regres-
soruud ba aldaa korrel¶c xamaaraltaï boloxod xürq XBK-ünälält zoximj-
toï bi² bolno.

9.5 Batatgax dasgal, bodlogo
Bodlogo 9.1. Xamgiïn baga kwadratyn xoër alxamt argaar ünälsän

β̂IV = (X̂ ′X̂)−1X̂ ′y = (X′Z(Z′Z)−1Z′X)−1X′Z(Z′Z)−1Z′y

tom´ëog ²alga ((9.5) üz).
Bodolt. X̂ = Z(Z′Z)−1Z′X gädgääs

β̂IV = (X̂′X̂)
−1

X̂ ′y = (X′Z(Z′Z)−1Z′Z(Z′Z)−1Z′X)−1X′Z(Z′Z)−1Z′y

= (X′Z(Z′Z)−1Z′X)−1X′Z(Z′Z)−1Z′y.

Bodlogo 9.2. β̂IV = (X′Z(Z′Z)−1Z′X)−1X′Z(Z′Z)−1Z′y ünälält m = k üed
β̂IV = (Z′X)−1Z′y ünälälttäï ((9.2)–yg üz) dawxcaxyg batal.
Bodolt. m = k üed Z′X matric ül böxöx kwadrat matric bolno. Iïmääs β̂IV =
(Z′X)−1(Z′Z)(X′Z)−1X′Z(Z′Z)−1Z′y = (Z′X)−1Z′y.

Bodlogo 9.3. (9.2) ba (9.5) ünälältüüdiïn xuw´d V(β̂IV )–g ol.
Bodolt. Äxlääd Z ba X n´ sanamsargüï bi² baïx toxioldlyg awq üz´e.

V(β̂IV ) = V
(
(X′Z(Z′Z)−1Z′X)−1X′Z(Z′Z)−1Z′y

)

=
(
X′Z(Z′Z)−1Z′X

)−1
X′Z(Z′Z)−1Z′V(y)

×Z(Z′Z)−1Z′X
(
X′Z(Z′Z)−1Z′X

)−1 = σ2
(
X′Z(Z′Z)−1Z′X

)−1

×X′Z(Z′Z)−1Z′Z(Z′Z)−1Z′X
(
X′Z(Z′Z)−1Z′X

)−1

= σ2
(
X′Z(Z′Z)−1Z′X

)−1
.

X n´ sanamsargüï bi² toxioldold regressoruud ba aldaany korrel¶c xamaar-
lyn tuxaï asuudal ¶rigdaxgüï tul xärägsäl xuw´sagq oruulax arga ²aardalgagüï.
Odoo X ba Z n´ sanamsargüï matricuud baïx toxioldlyg awq üz´e. Änä toxiol-
dold zöwxön aldaany kowariaciïn asimptotlog matricyg (x¶zgaaryn toxiold-
lyg) olj qadna. Xärägsäl xuw´sagqiïn daraax standart ur´dqilsan nöxclüüdiïg
taw´¶:

1. p lim(1/n)Z′ε = 0 x¶zgaar or²ino.
2. k gäsän xamgiïn ix rangtaï tögsgölög matric p lim(1/n)Z′X oldono.
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3. Äeräg todorxoïlogdson, tögsgölög matric p lim(1/n)Z′Z oldono.
Erönxiï toxioldoldlyg awq üz´e. P = Z(Z′Z)−1Z′ gäj tämdägläwäl

β̂IV =
(
X′PX

)−1
X′Py = β +

(
X′PX

)−1
X′Pε.

Daraax x¶zgaar or²ix bögööd 1.–3. nöxclüüdääs äeräg todorxoïlogdson matric-
taï täncüü bolox n´ mördnö:

p lim
(

1
n

X′PX

)
= p lim

(
1
n

X′Z
)

p lim
(

1
n

Z′Z
)−1

p lim
(

1
n

Z′X
)

.

Mön

p lim
(

1
n

X′Pε

)
= p lim

(
1
n

X′Z
)

p lim
(

1
n

Z′Z
)−1

p lim
(

1
n

Z′ε
)

= 0.

Ändääs:

p lim
(
β̂IV

)
= β + p lim

(
(X′PX)−1X′Pε

)

= β +
(

p lim
1
n

X′PX

)−1

p lim
(

1
n

X′Pε

)
= β.

Iïnxüü β̂IV ünälältiïg zoximjtoï gäj batallaa. Nämält bolgoj, x¶zgaaryn
gol teoremiïg xangax n−1/2Z′ε daraallyg aw³¶ (tuxaïlbal, Z sanamsargüï bi²
üed änä nöxcöl bielnä). Xärägsäl xuw´sagqdaar ünälägdäj baïgaa β̂IV ünälält
x¶zgaartaa xäwiïn tarxalttaï uqir

√
n(β̂IV − β) =

(
1
n

X′PX

)−1 (
1√
n

X′Pε

)

=
(

1
n

X′PX

)−1 (
1
n

X′Z
)(

1
n

Z′Z
)−1 (

1√
n

Z′ε
)

wektor x¶zgaartaa

σ2p lim
(

1
n

X′PX

)−1

= σ2p lim
(

1
n

X′Z(Z′Z)−1Z ′X
)−1

kowariaciïn matric büxiï xäwiïn tarxalttaï baïna. Tuxaïn toxioldold (9.2)
ësoor: Ijil xämjäästäï Z ba X matricyn xuw´d:

(X′PX)−1 = (Z′X)−1Z′Z(X′Z)−1

täncätgäl bieläx bögööd Z′X n´ ül böxöx kwadrat matric bolno. Tägwäl kowaria-
ciïn asimptotlog matric n´ daraax xälbärtäï baïna:

σ2p lim
(

1
n

Z′X
)−1

p lim
(

1
n

Z′Z
)

p lim
(

1
n

X′Z
)−1

.
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Bodlogo 9.4. yt = β1 + β2xt + εt; t = 1, 2, ..., n regressiïn täg²itgäliïg zt

xärägsäl xuw´sagqiïg a²iglan ünälj baïgaa gäe. Tägwäl regressiïn koäfficien-
tuudyn ünälält {

nβ̂1IV + (
∑

xt) β̂2IV =
∑

yt

(
∑

zt) β̂1IV + (
∑

ztxt) β̂2IV =
∑

ztyt

sistemiïn ²iïd bögööd

β̂1IV = y − β̂2IV x, β̂2IV =
∑

(zt − z)(yt − y)∑
(zt − z)(xt − x)

boloxyg üzüül.
Bodolt. Regressoruudyn matricyg X = [ı x], xärägsäl xuw´sagqdyn matricyg
Z = [ı z] gäj tus tus tämdägläe. Xärägsäl xuw´sagqiïn argaar ünälältiïg bod´ë.

β̂IV =

[
β̂1IV

β̂2IV

]
= (Z′X)−1Z′y =

( [
ı′

z′

] [
ı x

] )−1 [
ı′

z′

]
y

=
[

ı′ı ı′x
z′ı z′x

]−1 [
ı′y
z′y

]
=

1
nz′x− ı′xı′z

[
z′x − ı′x
−ı′z n

] [
ı′y
z′y

]
.

Ürjüülbäl:

β̂2IV =
nz′y − ı′zı′y
nz′x− ı′xı′z

=
nz′y − nzı′y
nz′x− nzı′x

=
(z − zı)′y
(z − zı)′x

=
(z − zı)′(y − yı)
(z − zı)′(x− xı)

=
∑

(zt − z)(yt − y)∑
(zt − z)(xt − x)

.

Änd (zt − z)ı = 0 adiltgalyg a²iglalaa.

β̂1IV =
z′xı′y − ı′xz′y
nz′x− ı′xı′z

=
nz′xy − nz′yx

nz′x− n2zx

=
(z′xy − nzxy)− (z′yx− nzxy)

z′x− nzx

=
(z′x− nzx)y − (z′y − nzy)x

z′x− nzx

= y − β̂2IV x

Bodlogyn II xäsäg. β̂IV ünälält β̂IV = (Z′X)−1Z′y täg²itgäliïg xangax tul

(Z′X)β̂IV = Z′y.

Üüniïg koordinataar biqwäl:
[

n ı′x
z′ı z′x

][
β̂1IV

β̂2IV

]
=

[
ı′y
z′y

]
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buµu

nβ̂1IV + ı′xβ̂2IV = ı′y

ı′zβ̂1IV + z′xβ̂2IV = z′y

bolj bodlogyn nöxcöld zaasan sistemtäï dawxcana.
Bodlogo 9.5. xtp regressoruud n´ εt aldaataï korrel¶c xamaaral büxiï y =
Xβ + ε; V(ε) = σ2I zagwaryg awq üz´e. Z n´ ¶mar näg matric baïg. Ögögdsön
täg²itgäliïg züün talaas n´ Z ′ matricaar ürjüül´e.

Z ′y = Z ′Xβ + Z ′ε (∗)

Xamgiïn baga kwadratyn örgötgösön argyn ünälält (5.4) n´ (∗) täg²itgäliïn
koäfficientuudyn wektoryn xuw´d β̂GLS = (X ′Z(Z ′Z)−1)Z ′X)−1X ′Z(Z ′Z)−1Z ′y
boloxyg üzüül. Ür düng xärägsäl xuw´sagqiïn argyn (9.5) tom´ëotoï xar´cuulj
üz.
Bodolt. (∗) täg²itgäld X̃ = Z ′X; ỹ = Z ′y; ε̃ = Z ′ε gäsän tämdäglägää oruulbal
ỹ = X̃β + ε̃, V(ε̃) = V(Z ′ε) = Z ′V(ε)Z = σ2Z ′Z = Ω xälbärtäï bolno. (∗)
täg²itgäliïn koäfficientuudyn wektort xamgiïn baga kwadratyn örgötgösön
argyn (5.4) tom´ëog xärägläwäl:

β̂GLS =(X̃
′
Ω−1X̃)−1X̃

′
Ω−1ỹ = ((Z ′X)′(Z ′Z)−1(Z ′X))−1 · (Z ′X)′(Z ′Z)−1Z ′y

=(X ′Z(Z ′Z)−1Z ′X)−1X ′Z(Z ′Z)−1Z ′y

bolj xärägsäl xuw´sagq oruulj olson ünälälttäï ijil garq baïna.





Büläg 10

Regressiïn täg²itgäliïn
sistem.

Ädiïn zasgiïn niïlmäl ob³ektuudyg zagwarqlaxad näg täg²itgäliïg bi², xooron-
doo xolboo xamaaraltaï xäd xädän täg²itgäliïg a²iglax ²aardlagataï boldog.
Ööröör xälbäl, zagwaryg täg²itgäliïn sistemäär dürsläx boldog. Iïmääs zag-
waryn regressiïn ²injilgäänd täg²itgäliïn sistemiïg ünäläx asuudal tul-
garna. Ji²äälbäl, xäräglääniï makro ädiïn zasgiïn Keïnsiïn zagwar daraax
xälbärtäï dürslägdänä.

Ct = β1 + β2 · Yt + εt

Yt = Ct + It

Üünd, Ct–(niït) xäräglää, Yt–ündäsniï orlogo, It– t xugacaan dax´ xöröngö oruu-
lalt, β2–xäräglääniï xälbiïlt (sätgäl xanamj).

Ct, Yt xuw´sagqdyn xoorond 2–r täg²itgäläär todorxoïlogdox xolboo baïgaa
nöxcöld zagwaryn β1, β2 parametrüüdiïg ünäläxiïn tuld xamgiïn baga kwadratyn
argad zaswar oruulax xäräg garna. Er n´, täg²itgäliïn sistemiïg ünäläxäd ²inä
oïlgolt oruulax, ulmaar ²inä arguud bolowsruulax ²aardlagataï bolno. Ädgäär
asuudlyg änä bülägt xöndöx µm.

Äxlääd, sistemiïg ünäläx x¶lbar toxioldol bolox, täg²itgälüüd n´ zöwxön al-
daany korrel¶caaraa öör xoorondoo xolbootoï sistemiïg awq üznä. Iïm sistemiïg
öör xoorondoo xolboogüï mät xaragdax täg²itgäliïn sistem gänä. (Seemingly Un-
related Regression, SUR). Daraa n´, äkonometrikt näg ag²in dax´ täg²itgäliïn
sistem gäj närlägdäx (simultaneous equations) regressiïn täg²itgäliïn erönxiï
sistemiïg sudalna.

10.1 Öör xoorondoo xolboogüï mät xaragdax täg²itgä-
lüüd.

Bodlogyn tawil ba asuudlyn mön qanaryg oïlgoxyn tuld daraax ji²ääg awq
üz´e. �mar näg baïguullagyn tuxaïlbal, “Gazprom” kompany xöröngö oruulalt
y–iïg tüüniï orlogo x1 bolon ündsän fondyn xämjää x2–oos xamaaruulan sudalj



144 Regressiïn täg²itgäliïn sistem.

buï gäe:
yt = β1 + β2xt1 + β3xt2 + εt, t = 1, . . . , n. (10.1)

Odoo üüntäï ijil törliïn üïl ajillagaataï baïguullagyn tuxaïlbal, “LUK-
oïl” kompany däärx xamaarlyn zagwar bidänd baïna gäj üz´e:

zt = γ1 + γ2pt1 + γ3pt2 + ut, t = 1, . . . , n. (10.2)

Mädääj, (10.1), (10.2) täg²itgäliïg tus tusad n´ ünälj bolno. Gadnaas n´
xaraxad ädgäär n´ xoorondoo xolboogüï mät. Gätäl xugacaany t üe bolgond “ädiïn
zasgiïn ijil orqind” üïl ajillagaagaa ¶wuulj baïgaa uqir εt, ut aldaanuud
xoorondoo korrel¶c xamaaraltaï gäj toocox n´ züï ësny xäräg µm. Iïmd (10.1),
(10.2) täg²itgälüüdiïg nägtgäj, xamgiïn baga kwadratyn nämält nöxcöltäï, örgöt-
gösön argaar xamtad n´ ünäläx ²aardlagataï.

Erönxiï bodlogo daraax baïdlaar tom³ëologdono. Regressiïn M täg²itgäl
ögögdsön gäe.

y1 = X1β1 + ε1

y2 = X2β2 + ε2

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
yM = XMβM + εM

(10.3)

Üünd, yi – xamaaran xuw´sagqiïn n×1 xämjääst wektor, Xi – ül xamaarax xuw´sagq-
dyn n × ki xämjääst matric, βi – ül mädägdäx parametrüüdiïn ki × 1 xämjääst
wektor, εi – aldaany n× 1 xämjääst wektor, i = 1, . . . , M. Mön E(εi) = 0, s = t üed
E(εisεjt) = σij , busad toxioldold 0 gäj üznä. Süüliïn nöxcliïg wektor xälbärt
biqwäl:

E(εiε
′
j) = σijIn, i, j = 1, . . . , M. (10.4)

Üünd, In−n×n xämjääst nägj matric. Ööröör xälbäl, tus bür n´ n ajiglalt
büxiï regressiïn M täg²itgäl ögögdsön gäsän üg. Xäräw ögögdlüüd xugacaany
cuwaany bütäctäï bol büx täg²itgäl däx aldaanuud xugacaany näg ijil ag²ind
korrel¶ctaï, öör öör ag²ind korrel¶cgüï gäj toocno. (10.4) täncätgäl ädgäär
täg²itgäl xoorondyn xolboog ilärxiïlnä. (10.3) sistemiïn tusdaa täg²itgäl
bür songodog regressiïn zagwaryn nöxclüüdiïg xangax bögööd xamgiïn baga kwadratyn
argaar ünälj bolno. Gäwq ädgäär täg²itgäliïg nägtgäj, xamgiïn baga kwadratyn
örgötgösön argyg xärägläwäl ünälältiïn qanaryg saïjruulj bolno. Daraax täm-
däglägääg oruul³¶.

y =




y1

y2
...
yM


 , X =




X1 0 . . . 0
0 X2 . . . 0
...

...
...

...
0 0 . . . XM


 , β =




β1

β2
...
βM


 , ε =




ε1

ε2
...
εM


 ,

Σ = (σij), i, j = 1, . . . , M.

Tägwäl (10.3) sistemiïg daraax xälbärtäï biqij bolno.

y = Xβ + ε.
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Xoër matric ürjüüläx Kronekeriïn düräm a²iglan aldaany wektoryn kowa-
riaciïn matricyg biqwäl

E(εε′) = Ω = Σ⊗ In

Σ matric ül böxöx baïg. β wektoryn ünälältiïg baïguulaxyn tuld xamgiïn baga
kwadratyn örgötgösön arga xärägläe.

β̂GLS = (X ′Ω−1X)−1X ′Ω−1y = (X ′(Σ−1 ⊗ In)X)−1X ′(Σ−1 ⊗ In)y (10.5)

(Änd A, B gäsän ül böxöx kwadrat matricyn xuw´d (A ⊗ B)−1 = A−1 ⊗ B−1

qanaryg a²iglaw).
Erönxiï toxioldold (10.5) ünälält, (10.3) sistemiïn täg²itgäl bürt xamgiïn

baga kwadratyn arga xärägläj gargan awsan ünälältääs ¶lgaataï baïna. Gäxdää
ädgäär ünälält xoër toxioldold dawxcana.

1. (10.3) sistemiïn täg²itgälüüd öör xoorondoo xolboogüï buµu
i 6= j üed σij = 0.

2. (10.3)–yn büx täg²itgälüüd nägän ijil ül xamaarax xuw´sagqidtaï. Ööröör
xälbäl, X1 = X2 = . . . = XM .

Äxniï toxioldold Ω diagonal matric bolox tul ilärxiï. Xoërdugaar toxiol-
dlyn batalgaag änd xiïlgüï üldäälää. Xamgiïn baga kwadratyn nämält nöx-
cöltäï, örgötgösön arga a²iglaxyn tuld Σ matricyg ünäläx xärägtäï. Üüniï
tuld (10.3) sistemiïn täg²itgäl bürt xamgiïn baga kwadratyn arga xäräglän
üldägdliïn wektor ei, (i = 1, . . . , M)–g gargan awna.

Daraa n´ σij – kowariaciïn ünälältiïn orond sij =
(e′iej)

n
xämjigdäxüüniïg

awna. Ädgäär ünälältüüd xazaïltgüï gädgiïg ²algaj bolno.
Äcäst n´, aldaanuud xiqnään xüqtäï korrel¶ctaï baïx tutam β̂GLS ünälältiïn

qanar XBK-ünälälttäï xar´cuulaxad töqnöön öndör baïxyg tämdägläe.

10.2 Näg ag²in dax´ täg²itgäliïn sistem
10.2.1 Ärält ba niïlüülältiïn muruï
Ji²ää1. Äxlääd, näg ag²in dax´ täg²itgäliïn sistemiïn x¶lbar ji²ää awq
üz´e. Iïm sistem n´, tüüniï ül mädägdäx parametriïg ünäläx ¶wcad regressiïn
ündsän asuudluudyg däw²üülän tawidag. (Änä ji²ääg äkonometrikiïn büx surax
biqigt oruulsan baïdag.) �mar näg baraany ärält niïlüülältiïg tüüniï ünä ba
orlogoos xamaaruulan sudalj baïgaa gäe.

QS
t = α1 + α2Pt + εt (niïlüülält)

QD
t = β1 + β2Pt + β3Yt + ut (ärält)

Üünd, Yt − t ag²in dax´ orlogo, Pt − t ag²in dax´ ünä. Zax zääld täncwär togt-
son gäj üznä. Ööröör xälbäl, xugacaany ag²in bürt zöwxön näg xämjigdäxüün
ajiglagdana.
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QS
t = QD

t = Qt (täncwär)

X¶lbarqlax zorilgoor, täg²itgäl büriïg xazaïltaar n´ biqwäl daraax xäl-
bärtäï bolno.

qt = α2pt + εt (niïlüülält) (10.6)

qt = β2pt + β3yt + ut (ärält) (10.7)

Zagwaraas üzwäl ünä ba ärält-niïlüülältiïn xämjää nägän zäräg todorxoïlog-
doj baïna. (Ändääs “näg ag²in dax´” gäj närläsän.) Iïmd änä xoër xuw´sagqiïg
dotood (ändogen) xuw´sagq gäj toocno. Orlogyn utguud bolox yt n´ gadaad (äk-
zogen) xuw´sagq bolno. Xuw´sagqdyg ändogen, äkzogen gäj angilax n´ zagwaryn
aguulga onclogoor todorxoïlogdono. Täg²itgäl büriïn gadaad xuw´sagq n´ al-
daataïgaa korrel¶c xamaaralgüï gäj üzdäg. Änä üed täg²itgälüüdiïn baruun gar
tald baïgaa ändogen xuw´sagqid xargalzax täg²itgäliïnxää aldaataï tägääs ¶l-
gaataï korrel¶ctaï baïna. Ünäxäär, (10.6), (10.7) täg²itgäliïn sistemääs qt, pt–g
¶lgawal:

qt =
α2β3yt

α2 − β2
+

α2ut − β2εt

α2 − β2
(10.8)

pt =
β3yt

α2 − β2
+

ut − εt

α2 − β2
(10.9)

yt – n´ ut ba εt–täï korrel¶c xamaaralgüï tul (10.9) täg²itgälääs

Cov(pt, εt) =
Cov(ut, εt)−V(εt)

α2 − β2
(10.10)

bolox ba erönxiï toxioldold tägtäï täncäxgüï.
Regressoruud aldaataïgaa korrel¶ctaï baïwal XBK-ünälält n´ xazaïlttaï,

zoximjtoï bi² baïdag tuxaï stoxastik regressoruudtaï zagwaryn xuw´d tämdäg-
läsän bilää. Bidniï x¶lbar ji²äänd änäxüü xazaïlttaï ünälältiïg il xälbäräär
olj bolno. (10.6) täg²itgäliïn α2 koäfficientiïn XBK-ünälält daraax xäl-
bärtäï oldono.

α̂2 =

n∑
t=1

qtpt

n∑
t=1

p2
t

= α2 +

n∑
t=1

εtpt

n∑
t=1

p2
t

(10.11)

(10.11)–iïn süüliïn nämägdäxüüniï xürtwär korrel¶c xamaaraltaï xämjigdä-
xüüniï ürjwärääs bürdsän, xürtwär xuwaariud n´ xoorondoo xamaaraltaï uqraas
erönxiï toxioldold

E




n∑
t=1

εtpt

n∑
t=1

p2
t


 = 0

baïx ¶mar q naïdlagagüï. Ööröör xälbäl, α̂2 n´ xazaïlttaï. Tüünääs gadna änä
ünälält zoximjtoï bi². X¶lbarqlax üüdnääs u, ε aldaanuud xamaaralgüï bögööd
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ut, ε2 –iïn tarxalt t–ääs xamaaraxgüï gäe. Mön p lim
n→∞

1
n

n∑

t=1

y2
t = V(y) x¶zgaar

or²dog baïg. (10.11)–iïg daraax xälbärtäï biqwäl:

α̂2 = α2 +

1
n

n∑
t=1

εtpt

1
n

n∑
t=1

p2
t

.

(10.10) tom³ëo ba ix toony xuul´ ësoor

p lim
n→∞

1
n

n∑

t=1

εtpt = − V(εt)
α2 − β2

.

y n´ u bolon ε–toï korrel¶c xamaaralgüï gädgääs (10.9) ësoor

p lim
n→∞

1
n

n∑

t=1

p2
t =

1
(α2 − β2)2

· [β2
3V(y) + V(ε) + V(u)

]

Äcäst n´,

p lim
n→∞ α̂2 = α2 − V(ε)(α2 − β2)

β2
3V(y) + V(u) + V(ε)

= λα2 + (1− λ)β2,

λ =
β2

3V(y) + V(u)
β2

3V(y) + V(u) + V(ε)
, 1− λ =

V(ε)
β2

3V(y) + V(u) + V(ε)
.

Ändääs üzwäl, zöwxön V(ε) = 0 üed l p lim
n→∞ α̂2 = α2 baïna. (10.6), (10.7)–g zagwaryn

bütciïn xälbär, ädgäär täg²itgäliïn koäfficientuudyg bütciïn koäfficien-
tuud gänä. (10.8), (10.9)–iïg zagwaryn cägcälsän xälbär gänä. Daraax tämdäglägääg
oruulj (10.8), (10.9) tom³ëog daxin biqwäl

π1 =
α2β3

α2 − β2
, ν1t =

α2ut − β2εt

α2 − β2
(10.12)

π2 =
β3

α2 − β2
, ν2t =

ut − εt

α2 − β2
, (10.13)

(10.8), (10.9)
qt = π1yt + ν1t

pt = π2yt + ν2t.

Änä täg²itgäl tus büriïn gadaad xuw´sagq n´ aldaataïgaa korrel¶c xamaar-
algüï uqir koäfficientuudyn XBK- ünälält π1, π2 n´ xazaïltgüï baïna. α2 =

π1

π2

bolox ba Sluckiïn teorom ësoor α̂ILS =
π̂1

π̂2
n´ bütciïn parametr α2–yn xazaïltgüï

ünälält bolno. Ingäj, cägcälsän xälbäriïn koäfficientuudyn ünälältäär büt-
ciïn koäfficientuudyg ünäläxiïg XBK–yn ²uud bus arga (Indirect Least Squares,
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ILS) gäj närlädäg. Iïmääs XBK–yn ²uud bus arga a²iglan äxniï täg²itgäliïn
bütciïn koäfficientiïn xuw´d zoximjtoï ünälältiïg baïguulj bolj baïna.

Regressoruud ba aldaa korrel¶c xamaaraltaï üed zoximjtoï ünälält gar-
gan awaxyn tuld xärägsäl xuw´sagqdyg a²iglaj boloxyg Büläg 9–d tämdägläsän
bilää. Manaï zagwart α2–yg ünäläxiïn tuld xärägsäl xuw´sagqiïn orond y–iïg
awax n´ züïtäï. Uqir n´, y xuw´sagq ε–toï korrel¶cgüï, (10.9) ësoor p–täï kor-
rel¶ctaï. Tägwäl (9.2) ësoor

α̂2IV =

n∑
t=1

qtyt

n∑
t=1

ptyt

=
π̂1

π̂2
= α̂ILS , π̂1 =

n∑
t=1

qtyt

n∑
t=1

y2
t

, π̂2 =

n∑
t=1

ptyt

n∑
t=1

y2
t

.

Änä toxioldold XBK–yn ²uud bus argaar olson ünälältüüd xärägsäl xuw´sagqiïn
tuslamjtaï olson ünälältüüdtäï dawxcaj baïna.

Ji²ää2. (10.7) täg²itgäld xüügiïn xämjääg nämj oruulan anxny zagwaryg
araï xündrüül´e. rt n´ gadaad xuw´sagq bolno.

qt = β2pt + β3yt + β4rt + ut (ärält) (10.14)

(10.6), (10.14) sistemääs cägcälsän xälbäriïg olbol:

qt = π11yt + π12rt + ν1t

pt = π21yt + π22rt + ν2t

Üünd,

π11 =
α2β3

α2 − β2
, π12 =

α2β4

α2 − β2
,

π21 =
β3

α2 − β2
, π22 =

β4

α2 − β2
.

Xarin ν1t, ν2t n´ (10.12) ba (10.13)–taï adil. α2 =
π11

π21
=

π12

π22
baïx n´ ilärxiï.

Iïmääs XBK–yn ²uud bus argyg xärägläx üed bütciïn parametr α2–iïn orond
äswäl π̂11

π̂21
–g äswäl π̂12

π̂22
–g awq bolox bögööd, ädgäär n´ erönxiï toxioldold öör öör

ünälältüüd µm. Tüünqlän xärägsäl xuw´sagqiïn orond yt–g q, rt–g q awq bolox ba
mön ¶lgaataï ünälältüüd µm. Tägäxäär, ädgäär ünälältiïn al´ n´ ilüü saïn bä?
gäsän asuult züï ësoor garq irnä. Änä asuultyn xariultyg erönxiï bodlogo awq
üzäx üed ögnö.

Manaï toxioldold anxny bolon cägcälsän, xündrüülsän al´ q zagwaryn koäf-
ficientuudyg mädlää q gäsän xoërdugaar täg²itgäliïn bütciïn parametrüüdiïn
tuxaï ¶mar näg dügnält xiïx bolomjgüï baïna. Tüünqlän, änä täg²itgäliïn
xuw´d regressoruud n´ xoorondoo ²ugaman xamaaraltaï uqraas xärägsäl xuw´sag-
qiïn orond y–iïg q, r–iïg q a²iglax bolomjgüï. Änä üzägdäl “adil baïx” (towqoor
adilsax gäe) (identified) xämään närlägdäx asuudaltaï n¶gt u¶ldaataï bögööd änä
tuxaï xoïno awq üznä. Ögögdsön toxioldold (10.7) täg²itgäl ¶agaad ärältiïn
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xuw´d adilsaxgüï (äswäl ül adilsax) boloxyg x¶lbarxan oïlgoj bolno. Ünäxäär
duryn λ too awq nägdügäär täg²itgäliïg λ–aar, xoërdugaar täg²itgäliïg (1−λ)–
aar ürjüülj nämbäl:

qt = γ2pt + γ3yt + ηt. (10.15)

Üünd, γ2 = λα2 + (1− λ)β2, γ3 = (1− λ)β3, ηt = λεt + (1− λ)ut.

(10.15) n´ (10.7)–toï ijil xälbärtäï baïna. Ööröör xälbäl, qt, pt, yt –ögögdlüüd-
täï niïcäx tögsgölgüï olon bütciïn xälbär oldono gäsän üg.

Bidniï awq üzsän x¶lbar ji²äänd taaraldsan asuudluudyn talaarx zarim
gargalgaag tom³ëol³ë.

1. Näg ag²in dax´ täg²itgäliïn sistemd xuw´sagqdyg gadaad, dotood gäj
angilna. Äxniïx n´ xoërdaxiasaa ¶lgagdax ¶lgaa n´ täg²itgäl bürt tädgäär
n´ xargalzax aldaataïgaa korrel¶cgüï baïdagt or²ino.

2. Ändogen xuw´sagqid ba aldaanuud korrel¶c xamaaraltaï uqraas bütciïn
täg²itgäld xamgiïn baga kwadratyn argyg ²uud xärägläx n´ bütciïn koäf-
ficientuudyn ünälältiïg xazaïlttaï, zoximjtoï bi² bolgoxod xürgänä.

3. Zagwaryn cägcälsän xälbäriïn koäfficientuud XBK argaar zoximjtoï ünä-
lägdänä. Bütciïn parametrüüdiïg ünäläxäd ädgäär ünälältiïg a²iglaj
bolno (XBK–yn ²uud bus arga). Änä üed daraax gurwan toxioldol üüsnä:

- Bütciïn koäfficient cägcälsän sistemiïn koäfficientuudaar näg ut-
gataï ilärxiïlägdäx (¶g adilsax),

- Bütciïn koäfficient XBK–yn ²uud bus argaar olson xäd xädän öör
ünälältäär ilärxiïlägdäx (dawj adilsax),

- Bütciïn koäfficient cägcälsän sistemiïn koäfficientuudaar ilär-
xiïlägdäx bolomjgüï (ül adilsax).

Süülqiïn toxioldold bütciïn xargalzax täg²itgäl adilsaxgüï. Täg²it-
gäliïn ül adilsax n´ ajiglaltyn tootoï xolboogüï.

4. Äkzogen xuw´sagqdyg xärägsäl xuw´sagqaar a²iglaj bolno. Änä toxioldold
²uud bus argyn ünälält näg utgataï bögööd xärägsäl xuw´sagqiïn tuslamj-
taï olson ünälälttäï dawxcana.

Erönxiï onold oroxyn ömnö, adilsax oïlgoltyn tuxaï ilüü oïlgomjtoï tösöö-
löl ögöxiïn tuld anxny (10.6), (10.7) zagwaruudyn xoër xuwilbaryg awq üz´e.

Ji²ää3. Ärält, niïlüülält zöwxön ünääs xamaardag gäe:

qt = α2pt + εt (niïlüülält)
qt = β2pt + ut. (ärält)

(Q,P ) xawtgaï däärx ärält, niïlüülältiïn muruïn ogtlolcol n´ täncwäriïg
üzüülj baïna. Änä zagwart ärält, niïlüülältiïn zöwxön näg näg muruï baïgaa
bögööd ajiglaltyn utguudad baïgaa ¶lgaa n´ ε, u gäsän sanamsargüï aldaanuudaar
nöxcöldönö (Zurag 10.1).
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Zurag 10.1:

Zöwxön (Qt, Pt), t = 1, n ajiglaltuudyn “üül”–iïg a²iglan “jinxänä” D, S
²uluuny tuxaï µu q xäläx bolomjgüï. Uqir n´ (Qt, Pt) cäg bür duryn naluutaï
xoër ²uluuny ogtlolcolyg dürsälj bolno. Änä dügnält, täg²itgäliïn baruun
taldaa zöwxön sanamsargüï aldaa aguulsan zagwaryn daraax cägcälsän xälbäräär
batlagdaj baïna.

qt =
α2ut − β2εt

α2 − β2
,

pt =
ut − εt

α2 − β2
.

Ji²ää4. Anxny zagwar (10.6), (10.7)–g aw³¶. Änd, niïlüülältiïn näg mu-
ruï ba gadaad xuw´sagq y–iïn tuslamjtaï xäd xädän ärältiïn muruïg dürsläe.
Xarin ajiglaltyn sarnil n´ sanamsargüï aldaa tödiïgüï, niïlüülältiïn mu-
ruïn daguu ärältiïn muruïn ²iljix ²iljiltäär nöxcöldönö. Änä baïdal (10.7)
täg²itgäliïn parametrüüdiïg ünäläx bolomj olgono. Änä üed ömnöx ji²ääniï
adilaar Dt ²uluuny baïr²lyn tuxaï mön µu q xäläx bolomjgüï.

//

OO

qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq OOOOOOOOOOOOOOOOOOOO
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P

Q
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S

Zurag 10.2:

Ji²ää5. Ärält niïlüülält orlogoos xamaarna:
qt = α2pt + α3yt + εt (niïlüülält)
qt = β2pt + β3yt + ut. (ärält)

Änä toxioldold ajiglaltyn sarnil zöwxön sanamsargüï aldaa baïgaagaar taïl-
barlagdaxgüï, xoër muruïn nägän zäräg ²iljiltäär taïlbarlagdana. 1–r ji²ää-
niï adilaar näg q muruï n´ adilsaxgüï (Zurag 10.3).
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Zurag 10.3:

10.2.2 Näg ag²in dax´ täg²itgäliïn sistemiïn matrican xäl-
bär. Adilsax asuudal (identification problem).

Zagwaryn bütciïn xälbär xämään närlägdäx daraax täg²itgäliïn sistem ögögdsön
gäe.

β11y1t + β12y2t + . . . + β1mymt + γ11x1t + . . . + γ1kxkt = ε1t

β21y1t + β22y2t + . . . + β2mymt + γ21x1t + . . . + γ2kxkt = ε2t

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
βm1y1t + βm2y2t + . . . + βmmymt + γm1x1t + . . . + γmkxkt = εmt





(10.16)

Sistemiïn dotood tölwiïg todorxoïlj baïgaa y1, . . . , ym xuw´sagqdyg ändogen
xuw´sagqid gäx ba xarin x1, . . . , xk xuw´sagqdad sistemd gadnaas n´ nölööldög äkzo-
gen bolon xugacaany xocrolttoï (lagtaï) ändogen xuw´sagqdyg oruulj bolno.
Xugacaany lagtaï, ändogen xuw´sagqdyg ur´dqilan todorxoïlogdson xuw´sagqid
gäj närlänä.

Indeks t, t = 1, n n´ ajiglaltyn dugaar, ε1t, . . . , εmt, t = 1, n n´ sanamsargüï
aldaa µm. Täg²itgäl büriïn xuw´d ändogen xuw´sagqdyn β–koäfficientuudyn
näg n´ nägtäï täncüü gäj toocno. Änä n´ normqlolyn nöxcöl µm. Änä nöxcöl n´,
täg²itgäl büriïn züün tald zöwxön näg ändogen xuw´sagq xarin baruun tald üld-
sän xuw´sagqid ba sanamsargüï aldaa baïrlax xälbärt dürsläx bololcoog olgono.
Daraax tämdäglägääg oruul³¶.

yt =




y1t

y2t
...
ymt


 , xt =




x1t

x2t
...
xkt


 , εt =




ε1t

ε2t
...
εmt


 ,

B =




β11 β12 . . . β1m

β21 β22 . . . β2m

. . . . . . . . . . . .
βm1 βm2 . . . βmm


 , Γ =




γ11 γ12 . . . γ1k

γ21 γ22 . . . γ2k

. . . . . . . . . . . .
γm1 γm2 . . . γmk




Tägwäl (10.16) sistem daraax xälbärtäï bolno.

Byt + Γxt = εt (10.17)
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Xuw´sagqdyg äkzogen, ändogen gäj ¶lgax n´ zagwaraas tusdaa xiïgdäx asuudal
boloxyg tämdägläe. Äkzogen xuw´sagqdad tawix ündsän ²aardlaguudyn näg n´,
t-r ajiglalt bürt xt, εt wektoruud korrel¶c xamaaralgüï baïx ¶wdal µm. Daraax
nöxclüüd bielägdänä gäj üz´e.

1. E(εt) = 0,

2. E(εtε
′
t) = Σ, Σ matric n´ äeräg todorxoïlogdson bögööd t–ääs xamaaraxgüï,

3. t 6= s üed εt, εs wektoruud korrel¶c xamaaralgüï,

4. B matric ül böxöx.

4. nöxcöliïg a²iglan (10.17) täncätgäliïn xoër talyg züün talaas n´ B−1–äär
ürjüülbäl:

yt = −B−1Γxt + B−1εt = Πxt + νt. (10.18)

Änd, Π = −B−1Γ, νt = B−1εt. (10.18) sistemiïg zagwaryn cägcälsän xälbär gänä.
(§ 10.2–yn Ji²ää1–iïg üz.) (10.17) täg²itgäliïn B, Γ matricyn älementüüdiïg
bütciïn koäfficientuud, xarin (10.18)–yn Π matricyn älementüüdiïg cägcäl-
sän xälbäriïn koäfficientuud gäj tus tus närläx n´ biï.

Erönxiï toxioldold ändogen xuw´sagqid n´ bütciïn sistemiïn aldaataï kor-
rel¶ctaï uqraas al´ näg täg²itgäld xamgiïn baga kwadratyn argyg xärägläwäl
bütciïn koäfficientuudyn xazaïlttaï, zoximjtoï bi² ünälält oldono. Änä
toxioldold cägcälsän xälbäriïn koäfficientuud zoximjtoï ünälägdänä. Uqir n´
xt–xuw´sagqid bütciïn aldaa εt–täï korrel¶cgüï bögööd ulmaar zagwaryn cägcäl-
sän xälbäriïn νt–aldaataï mön korrel¶cgüï baïna.

Bid änä bülägt bütciïn zagwar adil baïx (towqoor adilsax gäe) tuxaï xiïswär
todorxoïloltyg ögöxgüï tul änä talaar dälgärängüï tanilcaxyg xüswäl William
H.Greene “Econometric Analisis” nomyg sanal bolgoj baïna. Todorxoïloltond barig-
daxgüïgäär xälbäl, al´ q bütciïn koäfficient n´ cägcälsän xälbäriïn koäffi-
cientuudaar oldoj baïwal tüüniïg adilsax (identified) gänä. Zagwaryn bütciïn
xälbärt baïgaa ¶mar nägän täg²itgäliïn büx koäfficientuud n´ adilsax bol
ug täg²itgäliïg adilsax gänä. Adilsax asuudal n´ logik utgaaraa, ünäläx bod-
logoos ömnö tawigdax bögööd ül adilsax (unidentified) gädäg n´ baïgaa ajiglal-
tuudtaï taarax bögööd tur²iltyn toonoos ül xamaarax tögsgölgüï olon zagwar
oldono gäsän üg µm.

(10.18) gäsän cägcälsän xälbär Π matricyn m·k–älement, aldaany ν–wektoryn
kowariaciïn matricyn m(m + 1)

2
älement tus büriïn zoximjtoï ünälältiïg olox

bolomj olgono. Xarin bütciïn xälbärt B matricyn m2−m älement, Γ matricyn
m ·k älement, aldaany ε–wektoryn kowariaciïn matricyn m(m + 1)

2
älement tus

tus ül mädägdänä. Iïnxüü bütciïn koäfficientuudyn too cägcälsän xälbäriïn
koäfficientuudyn toonoos m2 −m–äär olon baïgaa uqraas erönxiï toxioldold
sistem ül adilsana. Gäwq 1-r ji²äänd üzüülsän ësoor zarim näg bütciïn koäffi-
cient µmuu äswäl bütciïn täg²itgäl adilsax baïj bolno. Üüniï gol ²altgaan
n´ bütciïn koäfficientuudad ur´dqilan taamag zaaglal tawisantaï xolbootoï.
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Todorxoï bolgox zorilgoor (10.16) sistemiïn 1–r täg²itgäliïn adilsax bod-
logyg tüüniï zarim näg bütciïn koäfficientuud n´ tägtäï täncüü üed awq üz´e.
Adilsax gädgiïn dor täg²itgäliïn bütciïn koäfficientuudyg cägcälsän xälbä-
riïn koäfficientuudaar ilärxiïläx bolomjiïg oïlgono. Caa²id, äkzogen bolon
ur´dqilan todorxoïlogdson xuw´sagqdyg näg bülägt nägtgäj, äkzogen xuw´sagqid
gäj närläe.

Ändogen xuw´sagqdyn ömnöx äxniï q, äkzogen xuw´sagqdyn ömnöx äxniï p koäf-
ficient n´ tägääs ¶lgaataï, busad n´ 0–täï täncüü gäj üzäxäd erönxiï baïdal
aldagdaxgüï. Tägwäl (10.16)–yn äxniï täg²itgäl daraax xälbärtäï bolno (t in-
deksiïg orxix).

[
β11 . . . β1q 0 . . . 0

]




y1
...
yq
...

ym




+
[
γ11 . . . γ1p 0 . . . 0

]




x1
...

xp
...

xk




= ε1 (10.19)

Doorxi tämdäglägää xiïe.

y∗ =




y1
...
yq


 , y∗∗ =




yq+1
...

ym


 , x× =




x1
...

xp


 , x×× =




xp+1
...

xk


 ,

β∗ =
[

β11 , . . . , β1q

]′
, γ× =

[
γ11 , . . . , γ1p

]′
. (10.20)

Tägwäl (10.19) täg²itgäl
β′∗y∗ + γ ′×x× = ε1

xälbärtäï bolno.
(10.20) xuwaaltyg a²iglan m×k xämjäästäï Π matricyg daraax blok xälbärt

biq´e.
Π =

[
Π∗,× Π∗,××
Π∗∗,× Π∗∗,××

]

Tägwäl (10.18) zagwaryn cägcälsän xälbär bidniï tämdäglägäägäär
[

y∗
y∗∗

]
=

[
Π∗,× Π∗,××
Π∗∗,× Π∗∗,××

]
·
[

x×
x××

]
+ ν.

xälbärtäï bolno. BΠ = −Γ gädgiïg sanawal ädgäär matricyn äxniï mörüüdiïn
xuw´d [

β∗
0m−q

]′
·
[

Π∗,× Π∗,××
Π∗∗,× Π∗∗,××

]
= −

[
γ×
0k−p

]′

täncätgäl üüsnä. Üünd, 0r n´ r xämjääst täg wektor-bagana. Blok matric däär
xiïx üïldliïn düräm ësoor

β′∗Π∗,× = −γ ′× (10.21)

β′∗Π∗,×× = 0′k−p (10.22)
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Normqlolyn nöxcöl ësoor β∗–wektoryn älementüüdiïn näg n´ 1–täï täncüü
uqraas (10.22) xar´caa n´ (q − 1) ül mädägdägq büxiï (k − p) täg²itgäliïn ²uga-
man sistem µm. Xäräw β∗–koäfficientuud oldwol γ×–koäfficientuud (10.21)
täg²itgälääs oldono. (10.22) sistemiïn β∗–parametrüüd Π∗,××–matricyn äle-
mentüüdäär ¶mar näg baïdlaar ilärxiïlägdäxiïn tuld sistemiïn täg²itgäliïn
too ül mädägdägqdiïn toonoos bagagüï baïx ëstoï:

k − p ≥ q − 1 (10.23)

Ööröör xälbäl, täg²itgälääs zaïluulsan äkzogen xuw´sagqiïn too, täg²it-
gäld oruulsan ändogen xuw´sagqdyn toonoos nägiïg xassanaas bagagüï baïx ëstoï
bolj baïna. (10.23) nöxcliïg ärämbiïn nöxcöl (order condition) gäj närläx bögööd
täg²itgäl adilsax zöwxön zaïl²güï nöxcöl bolno. �ugaman täg²itgäliïn sis-
temiïn erönxiï onol ësoor, (10.22) sistem ²iïdtäï baïx zaïl²güï bögööd xüräl-
cäätäï nöxcöl n´ Π∗,×× matricyn rang q − 1 baïx ¶wdal bilää.

rank(Π∗,××) = q − 1. (10.24)

Änä täncätgäliïg rangiïn nöxcöl (rank condition) gäx bögööd änä n´ täg²itgäl
adilsax zaïl²güï bögööd xürälcäätäï nöxcöl µm.

(10.23) nöxcliïn xuw´d
xäräw k − p = q − 1 bol ¶g adilsax (bürän adilsax) (exactly identified)
xäräw k − p > q − 1 bol dawj adilsax (xätärq adilsax) (overidentified) gäj tus

tus närläx n´ biï. Süülqiïn toxioldold täg²itgäliïn too xuw´sagqdyn toonoos
dawax uqraas bütciïn koäfficient β∗–iïn zarim n´ 2–r ji²äänd awq üzsäniï adi-
laar Π∗,×× matricyn älementüüdäär ¶nz büriïn xälbäräär ilärxiïlägdäj bolno.

10.2.3 Näg ag²in dax´ täg²itgäliïn sistemiïg ünäläx. Xamgiïn
baga kwadratyn xoër alxamt arga.

(10.16)–sistemiïn al´ näg täg²itgäliïg ünäläxdää äxlääd adilsax, ül adilsax
asuudlyg awq üzäx n´ utga tögöldör bolox tuxaï ömnöx xäsägt durdsan bilää.
Todorxoï bolgox zorilgoor, sistemiïn äxniï täg²itgäl q ändogen, p äkzogen xuw´-
sagqdyg aguulax bögööd adilsax (tuxaïn toxioldold ärämbiïn nöxcöl bieläx) gäj
üz´e. Änä toxioldold y1–iïn koäfficientiïg 1 gäj toocoxod erönxiï baïdal ül
aldagdana.

1. Xamgiïn baga kwadratyn ²uud bus arga. Täg²itgäl adilsax üed
(10.18) zagwaryn cägcälsän xälbäriïn koäfficientuudyg xamgiïn baga kwadratyn
argaar ünälj, Π matricyn älementüüdiïg ädgäär ünälältäär sol´sony daraa
(10.21), (10.22) sistemääs bütciïn koäfficientuudyg olj bolno. Änä argyg XBK–
yn ²uud bus arga (Inderect Least Squares) gänä. (§ 10.2–yn Ji²ää 1–iïg üz) Za-
gwaryn cägcälsän xälbäriïn koäfficientuudyn ünälält zoximjtoï uqir gargan
awsan ünälältüüd Sluckiïn teorom ësoor zoximjtoï baïna. Gäwq änä argad näg
dutagdal biï: (10.22) sistemiïn täg²itgäliïn too xuw´sagqiïn toonoos dawsan
üed (dawj adilsax) zöwxön näg bütciïn koäfficient gäxäd l cägcälsän xälbäriïn
koäfficientuudaar ¶nz büräär ilärxiïlägdänä. Änä baïdal, onol ba praktikiïn
al´ q talaasaa ug argyg xärägläx xürääg xum´j baïgaa µm. Iïm uqraas daraax
argyg xäräglädäg.
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2. Xamgiïn baga kwadratyn xoër alxamt arga. 1–r täg²itgäliïg
daraax xälbärt biq´e.

y1t = −β12y2t− . . .−β1qyqt−γ11x1t−γ12x2t− . . .−γ1pxpt+ε1t, t = 1, . . . , n. (10.25)

Daraax tämdäglägää oruulbal:

y1 =




y11

y12
...

y1n


 , Y 1 =




y21 . . . yq1

y22 . . . yq2

. . . . . . . . .
y2n . . . yqn


 , X1 =




x11 . . . xp1

x12 . . . xp2

. . . . . . . . .
x1n . . . xpn


 ,

β1 =



−β12
...

−β1q


 , γ1 =



−γ11
...

−γ1p


 , ε1 =




ε11
...

ε1n


 , X =




x11 . . . xk1

x12 . . . xk2

. . . . . . . . .
x1n . . . xkn


 ,

y1 = Y 1β1 + X1γ1 + ε1. (10.26)

Y 1 matricyn älementüüd aldaany wektor ε1–täï korrel¶c xamaaraltaï uqraas
xamgiïn baga kwadratyn argyg ²uud xärägläx n´ xazaïlttaï, zoximjtoï bi² ünä-
lältänd xürgänä. Änä toxioldold xärägläsäl xuw´sagqdyg a²iglana. Xärägsäl
xuw´sagqdyn orond, tuxaïlbal, X1–d oroogüï äkzogen xuw´sagqdyg awq bolno (Xä-
rägsäl xuw´sagqaar zöwxön X1–d orson xuw´sagqdyg awq boloxgüï. Uqir n´ sistem
büxäldää kollinear boloxod xürnä). Büläg 9–d üzsän ësoor xärägsäl xuw´sagqiïn
too Y 1 dax´ xuw´sagqiïn too (q − 1)–ääs bagagüï baïx ëstoï. Manaï toxioldold
änä ²aardlaga ärämbiïn nöxclöör bielägdänä. Xärägsäl xuw´sagqdyg songon awax
xamgiïn örgön dälgärsän arga n´ daraax daraallaar baïguulagdax Xamgiïn baga
kwadratyn xoër alxamt arga (Two Stage Least Squares, 2SLS) µm:

1. Y 1–matricyn bagana büriïg büx äkzogen xuw´sagqdaas xamaaruulan regress
zoxiono. Ööröör xälbäl,

Y 1 = XΠ1 + V ,

Üünd, Π1–cägcälsän xälbäriïn koäfficientuudyn k× (q−1) xämjääst mat-
ric.

2. Ŷ 1 = XΠ̂1, Π̂1 = (X ′X)−1Xy1 gäsän prognozyn utgyg baïguulna.

3. (10.26)–yn baruun talyn Y 1–iïg Ŷ 1–äär sol´j regress zoxiono. Ööröör
xälbäl, daraax regressiïn bütciïn koäfficientuud bolox β1, γ1–iïn XBK-
ünälältiïg baïguulna.

y1 = Ŷ 1β1 + X1γ1 + ε1. (10.27)

Ünälältiïn änä argyn ündsän ür düng batalgaagüïgäär durd³¶.

1. Xäräw täg²itgäliïn xuw´d rangiïn nöxcöl bolon ärämbiïn nöxcöl täncüügiïn
tämdägtäï bielj baïwal 2SLS-ünälält XBK–yn ²uud bus argaar olson ünälält-
täï dawxcana.
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2. 2SLS-ünälält n´, Ŷ 1, X̂1 gäsän xärägsäl xuw´sagq büxiï argaar olson ünälält-
täï dawxcana.

3. Xärägsäl xuw´sagq Y 1–iïn orond X matricyn baganuudyn duryn ²ugaman
äwlüülgiïg awsan gäe. Tägwäl änä ünälältiïn kowariaciïn matric 2SLS-
ünälältiïn kowariaciïn matricaas bagagüï.

Süüliïn qanar n´ ünälältiïn xargalzax angid 2SLS-ünälält ärqimtäï boloxyg
ilärxiïlj baïna. Äkonometrikiïn ixänx komp´µteriïn programmuudad näg ag²in
dax´ täg²itgäliïn sistemiïg ünäläxdää XBK–yn xoër alxamt argyg xärägjüülsän
baïdag. Xamgiïn baga kwadratyn xoër alxamt argyg xärägläxdää täg²itgäl büriïg
bie bieäs n´ ül xamaaruulan ünäldäg boloxyg tämdägläe. Sistemiïn täg²itgä-
lüüdiïn xarilcan üïlqläliïg toocon ünäldäg xamgiïn baga kwadratyn 3 alxamt
arga baïx bögööd änä arga ünälältiïn qanaryg saïjruuldag bolowq änäxüü nomyn
xüräänd awq üzäägüï bolno.

Äcäst n´ songodog makro ädiïn zasgiïn Kleïny zagwar, tüüniïg xamgiïn baga
kwadratyn standart bolon xoër alxamt argaar ünälsän ür düng awq üz´e.

Ji²ää6: Kleïn1 zagwar. L.Kleïniï 1950 ond däw²üülsän “Kleïn1” xämääx
makro ädiïn zasgiïn zagwar n´ daraax täg²itgäliïn sistemäär dürslägdänä:

Ct = α0 + α1Pt + α2Pt−1 + α3(W
p
t + W g

t ) + ε1t (xäräglää),
It = β0 + β1Pt + β2Pt−1 + β3Kt−1 + ε2t (xöröngö oruulalt),
W p

t = γ0 + γ1X+γ2Xt−1 + γ3At + +ε3t (xuwiïn sektoryn ajlyn xöls),
Xt = Ct + It + Gt (täncwäriïn niït ärält),
Pt = Xt − Tt −W p

t (xuwiïn sektoryn orlogo),
Kt = Kt−1 + It (kapital).

Täg²itgälüüdiïn züün tald baïgaa xuw´sagqid n´ ändogen xuw´sagqid µm. Änä
zagwaryn äkzogen xuw´sagqid n´:

G–ajlyn xölsiïg oruulaagüï, ulsyn sektoryn zardal,
T–²uud bus tatwar ba äksportyn cäwär orlogyn niïlbär,
W g–ulsiïn sektoryn ajlyn xöls,
At–xugacaany trend (jiläär, 1931 onoos äxläx). Tüünqlän ur´dqilan todor-

xoïlogdson (xugacaany lagtaï) gurwan xuw´sagq oruulsan. Iïmääs, zagwar tölöw
baïdlyn guraw, täncwäriïn näg, adiltgal xoër täg²itgäliïg tus tus aguulj
baïna.

ANU–yn ädiïn zasgiïn 1921–1941 ony jil büriïn ögögdöl däär ündäslän äxniï
gurwan täg²itgäliïg xamgiïn baga kwadratyn standart bolon xoër alxamt argaar
ünälsän ür düng üzüül´e (Ünälältiïn standart aldaanuudyg xaaltand üzüüläw).

Xamgiïn baga kwadratyn standart arga:

Ct = 16.2
(1.30)

+ 0.193
(0.091)

Pt + 0.090
(0.091)

Pt−1 + 0.796
(0.040)

(W p
t + W g

t ),

It = 10.1
(5.47)

+ 0.480
(0.097)

Pt + 0.333
(0.101)

Pt−1 − 0.112
(0.027)

Kt−1,

W p
t = 1.48

(1.27)
+ 0.439

(0.032)
Xt + 0.146

(0.037)
Xt−1 + 0.130

(0.032)
At.
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Xamgiïn baga kwadratyn xoër alxamt arga:

Ct = 16.6
(1.32)

+ 0.017
(0.118)

Pt + 0.21
(0.107)

6Pt−1 + 0.810
(0.040)

(W p
t + W g

t ),

It = 20.3
(7.54)

+ 0.150
(0.173)

Pt + 0.616
(0.162)

Pt−1 − 0.158
(0.036)

Kt−1,

W p
t = 1.50

(1.15)
+ 0.439

(0.036)
Xt + 0.147

(0.039)
Xt−1 + 0.130

(0.029)
At.

10.3 Batatgax dasgal, bodlogo
Bodlogo 10.1. Daraax zagwaryg awq üz´e:





Ct = α + βYt + ε1t,
Yt = Ct + It + Gt,
It = γ + δYt + ε2t.

Ct, Yt, It–ändogen xuw´sagq, Gt–äkzogen xuw´sagq. Änä zagwaryg matrican xäl-
bärtäï biqij, tüüniï cägcälsän xälbäriïg ol. Zagwaryn cägcälsän xälbäriïn
zurgaan koäfficientod xiqnään zaaglal tawigdax wä? Cägcälsän xälbäriïn ädgäär
koäfficintuudaar α, β, γ, δ koäfficientuudyg näg utgataï olj bolno gädgiïg
üzüül. Ööröör xälbäl, ögögdsön Π matricyn xuw´d BΠ + Γ = 0 täg²itgäl B ba
Γ–iïn xuw´d cor ganc ²iïdtäï boloxyg xaruul.
Bodolt. Daraax tämdäglägääg xiïe.

zt =




Ct

It

Yt


 , wt =

[
1
Gt

]
, εt =




ε1t

ε2t

0


 .

Tägwäl zagwaryg Bzt + Γwt = εt gäsän matrican xälbärt biqij bolno. Üünd,

B =




1 0 −β
0 1 −δ
−1 −1 1


 , Γ =



−α 0
−γ 0
0 −1


 .

Cägcälsän xälbär daraax baïdlaar biqigdänä:

zt = −B−1Γwt + B−1εt = Πwt + ut,

B−1 =
1

1− β − γ




1− δ β β
δ 1− β δ
1 1 1




Π =
1

1− β − γ




α− δα + βγ β
γ − βγ + αδ δ

α + γ 1


 =




π0
C π1

C

π0
I π1

I

π0
Y π1

Y


 (∗)

Cägcälsän xälbäriïn zurgaan koäfficientod daraax xoër zaaglal tawigdana.
{

π0
Y = π0

C + π0
I

π1
Y = π1

C + π1
I + 1

(∗∗)
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Cägcälsän xälbäriïn, (∗∗) nöxcliïg xangax ögögdsön koäfficientuudyn tus-
lamjtaï bütciïn xälbäriïn α, β, γ, δ koäfficientuudyg näg utgataï särgääj
bolno. Ööröör xälbäl, BΠ+Γ = 0 täg²itgäl cor ganc ²iïdtäï boloxyg üzüül´e.
Ünäxäär, (∗) ësoor (xäräw π1

Y 6= 0 bol):




δ =
π1

I

π1
Y

, β =
π1

C

π1
Y

α + γ =
π0

Y

π1
Y

α(1− δ) + γβ =
π0

C

π1
Y

δ, β–g süüliïn xoër täg²itgäld orluulaxad γ, α–aas xamaarsan sistem üüsnä.




α + γ =
π0

Y

π1
Y

α

(
1− π1

I

π1
Y

)
+ γ

π1
C

π1
Y

=
π0

C

π1
Y

Xoërdugaar täg²itgäld γ =
π0

Y

π1
Y

− α orluulga xiïe.

α

(
1− π1

I

π1
Y

)
+

(
π0

Y

π1
Y

− α

)
π1

C

π1
Y

=
π0

C

π1
Y

ändääs, α(π1
Y − π1

I − π1
C) = π0

C −
π0

Y π1
C

π1
Y

buµu (∗∗) ësoor α = π0
C −

π0
Y π1

C

π1
Y

, γ =
π0

Y

π1
Y

− π0
C +

π0
Y π1

C

π1
Y

, δ =
π1

I

π1
Y

, β =
π1

C

π1
Y

.

Bodlogo 10.2. Daraax zagwaryn täg²itgäl büriïn adilsaltyg awq üz´e:




Pt + β12Wt +γ11Qt +γ13Pt−1 = ε1t

β21Pt + Wt + β23Nt +γ22St +γ24Wt−1 = ε2t

+ β32Wt + Nt +γ32St +γ33Pt−1 +γ34Wt−1 = ε3t

Üünd, Pt, Wt, Nt–xargalzan üniïn indeks, calin, üïldwärqniï tatwar (ändogen
xuw´sagqid), Qt, St–xödölmöriïn bütäämj, ajil xa¶ltyn too (äkzogen xuw´sagqid).
Xäräw:

a) γ11 = 0,
b) β21 = γ22 = 0,
w) γ33 = 0 bol rangiïn bolon ärämbiïn nöxcöl ¶mar baïx wä?

Bodolt. Ijil cag xugacaany sistem dax´ täg²itgälüüd adilsaxyg x¶lbar zaag-
laltaï nöxcöld (zarim koäfficientuud n´ tägtäï täncüü) sudlax ¶wcad daraax
praktik argyg xärägläj bolno.

Manaï toxioldold Pt, Wt, Nt n´ ändogen xuw´sagqid, Qt, St n´ äkzogen xuw´sag-
qid, Pt−1, Wt−1 n´ xugacaany lagtaï ändogen xuw´sagqid µm. Ögögdsön sistemiïg,
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xargalzax täg²itgäliïn xargalzax koäfficient n´ nüd bürt baïrlax daraax xüs-
nägt xälbäräär dürsläe.

Pt Wt Nt Qt St Pt−1 Wt−1

I täg²itgäl 1 β12 0 γ11 0 γ13 0
II täg²itgäl β21 1 β23 0 γ22 0 γ24

III täg²itgäl 0 β32 1 0 γ32 γ33 γ34

Täg²itgäl bürt baïgaa tägiïn too, täg²itgäliïn toonoos nägiïg xassanaas baga-
güï baïgaa n´ (manaï toxioldold, 2) ärämbiïn nöxcöl bieläxtäï äkwiwalent µm.
Ändääs üzwäl, a), b), w) gäsän nämält zaaglalgüïgäär täg²itgäl büriïn xuw´d äräm-
biïn nöxcöl bielj baïna. Duryn täg²itgäliïn xuw´d rangiïn nöxcöl bielä-
xiïg daraax baïdlaar ²algana. Täg²itgäliïn ¶mar näg täg koäfficientiïg awq,
tüüniï or²in baïgaa bagany tägääs ¶lgaataï älementüüdiïg awna. Änä üïldliïg
ug täg²itgäliïn täg koäfficient büriïn xuw´d dawtwal, möriïn too n´ täg²it-
gäliïn toonoos nägäär cöön, baganyn too n´ täg²itgäliïn toonoos nägiïg xas-
sanaas bagagüï matric üüsnä. Üüssän matric güïcäd rangtaï baïx n´ rangiïn
nöxcöl bieläxtäï äkwiwalent µm. Manaï bodlogyn xuw´d xargalzax matricuudyg
biqwäl:

nägdügäär täg²itgäliïn xuw´d
(

β23 γ22 γ24

1 γ32 γ34

)
,

xoërdugaar täg²itgäliïn xuw´d
(

γ11 γ13

0 γ33

)
,

gurawdugaar täg²itgäliïn xuw´d
(

1 γ11

β21 0

)
.

Ädgäärääs,
a) xäräw γ11 = 0 bol nägdügäär täg²itgäl n´ adilsax, xoër ba gurawdugaar

täg²itgäl ül adilsax,
b) xäräw β21 = γ22 = 0 bol näg ba xoërdugaar täg²itgäl adilsax, gurawdugaar

täg²itgäl ül adilsax,
w) xäräw γ33 = 0 bol näg ba gurawdugaar täg²itgäl adilsax, xoërdugaar täg²it-

gäl ül adilsax baïna.
Bodlogo 10.3. Daraax sistemiïn täg²itgäl büriïg ünäläx proceduryg biq:





y1t+ β12y2t +γ11 +γ12x2t = ε1t

y2t +γ21 +γ23x3t = ε2t

β32y2t +y3t +γ31 +γ33x3t = ε3t

.

Bodolt. Bodlogo 10.2–yn adilaar xüsnägtää dürsläe:

y1t y2t y3t togtmol x2t x3t

I täg²itgäl 1 β12 0 γ11 γ12 0
II täg²itgäl 0 1 0 γ21 0 γ23

III täg²itgäl 0 β32 1 γ31 0 γ33

Bodlogo 10.2–t xiïsän proceduryg xärägläwäl, xädiïgäär täg²itgäl büriïn xuw´d
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ärämbiïn nöxcöl bieläx bolowq näg, xoërdugaar täg²itgäl adilsax, gurawdugaar
täg²itgäl ül adilsax baïna. Xamgiïn baga kwadratyn xoër alxamt arga ësoor,
äxniï täg²itgäliïg ünäläxiïn tuld y2t–g x2t, x3t bolon togtmoloos xamaaruulan
regress zoxioj, ŷ2t prognozyn utgyg olno. Daraa n´ y1t–g ŷ2t, x2t, x3t bolon togt-
moloos xamaaruulan regress baïguulna. Xoërdugaar täg²itgäliïg ünäläxäd y2t–g
x3t bolon togtmoloos xamaaruulan regress baïguulaxad xangalttaï.
Bodlogo 10.4. Door ögögdsön täg²itgäliïn sistemiïg awq üz´e:





y1t = γ10 +β12y2t +β13y3t +γ11x1t +γ12x2t +ε1t

y2t = γ20 +β21y1t +γ21x1t +ε2t

y3t = γ30 +β31y1t +β32y2t +γ31x1t +γ33x3t +ε3t

Sistemiïn täg²itgäl bür adilsax uu? Äxniï täg²itgäld xamgiïn baga kwadratyn
xoër alxamt argyg xärägläwäl ¶ax wä?
Bodolt. Xüsnägtäär dürsläe (Bodlogo 10.2).

y1t y2t y3t togtmol x1t x2t x3t

I täg²itgäl −1 β12 β13 γ10 γ11 γ12 0
II täg²itgäl β21 −1 0 γ20 γ21 0 0
III täg²itgäl β31 β32 −1 γ30 γ31 0 γ33

Näg, gurawdugaar täg²itgälüüd ärämbiïn nöxcliïg xangaxgüï uqir tädgäär n´
ül adilsax µm. Xoërdugaar täg²itgäl ärämbiïn bolon rangiïn nöxcliïg xangax
tul adilsax baïna.

Xäräw äxniï täg²itgäld xamgiïn baga kwadratyn xoër alxamt argyg xärägläwäl
kollinear sistem üüsnä.



Büläg 11

Regressiïn zagwaryn xamgiïn
ix ünäniï xuw´ büxiï arga

Änä bülgiïn äxniï § 11.1–§ 11.4–r xäsägt matematik statistikiïn argyn xäräglää
bolson xamgiïn ix ünäniï xuw´ büxiï (XIÜXB) argyn lawlax materialuudyg oru-
ullaa. Ömnöx bülgüüdäd, tuxaïlbal Büläg 2 ba Büläg 7–d änä argyn tuxaï towq
awq üzsän baïsan xädiï q daraax 2 ²altgaany ulmaas änä bülägt dälgärüülän
oruulsan bolno. Nägdügäärt, oµutnuudyn xuw´d XIÜXB arga n´ näg talaas mate-
matik statistikiïn ulamjlalt xündäwtär sädwüüdäd toocogddog, nögöö talaas
xamaaraltaï diskret xuw´sagqid bolon xugacaany cuwaany sädwüüdiïg xamruul-
san äkonometrikiïn kurst ixääxän xäräglägddäg zärgiïg xargalzan dawtan oruu-
lax n´ züïtäï gäj üzsän. Xoërdugaart, XIÜXB argyn ²aardlagataï büx barimt
materialyg näg dor oruulax n´ un²igqdad äwtäïxän baïx bolno.

11.1 Or²il
Xamgiïn ix ünäniï xuw´ büxiï argyg Büläg 2–yn (§ 2.7) xos regressiïn zagwart,
Büläg 7–yn aldaany wektoruud n´ normal tarxalttaï, olon xüqin züïlst reg-
ressiïn zagwart tus tus xärägläj baïsan bilää. Änä bülägt xamgiïn ix ünäniï
xuw´ büxiï argyg ilüü dälgärängüï awq üznä. Äxlääd daraax x¶lbar ji²ääg awq
üz´e.

Bidänd B(n, p) gäsän binom tarxalttaï tüüwär ögögdsön gäe. Üünd n = 10,
p magadlal ül mädägdäx baïg. Tüüwär n´ doloon 1, gurwan 0–ääs bürddäg ba zaa-
wal daraallsan baïx albagüï gäe. Niït 10 tur²iltaas 7 n´ amjilttaï ¶wagdax
magadlal

h(p) = C7
10p

7(1− p)3 (11.1)

(11.1) funkciïg xamgiïn ix utgand n´ xürgädäg p utgyg oloxyn tuld (11.1)-iïg
logarifmqilj ulamjlalyg n´ ol³ë.

d ln h(p)
dp

=
7
p
− 3

1− p
, (11.2)

Ulamjlalyg tägtäï täncüülj, p parametriïn utgyg olbol p̂ = 0.7. Änä n´ tuxaïn
tüüwriïn xuw´d h(p) magadlal xamgiïn ix utgaa awax p–iïn xolbogdol µm.
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Ilüü erönxiï toxioldold awq üz´e. yi bür n´ 1 äswäl 0 utga awax n ²irxäg
tur²iltyn utga (y1, y2, ..., yn) ögögdsön gäe. n udaa tur²ilt xiïxäd x udaad n´
amjilttaï baïx magadlal daraax tom³ëogoor oldono.

Cx
npx(1− p)n−x (11.3)

Änä ilärxiïlliïg n, p parametrüüdiïn ögögdsön utgand x–ääs xamaarsan funkc
mätäär awq üzäx ba tarxalt gäj närlänä. XIÜXB argyn däärxääs ¶lgaataï n´
(11.3)–yg ögögdsön x–iïn xuw´d p–ääs xamaarsan funkc gäj üzdägt or²ino. (11.3)
funkciïg ünäniï xuw´ büxiï funkc gäj närlänä (likelihood function).

Xamgiïn ix ünäniï xuw´ büxiï arga n´ konstruktiw arga µm. Däär üzüülsniï
adilaar x¶lbar toxioldold ünälältiïn il tom³ëog olj boldog. Ilüü niïlmäl
toxioldold ünälältiïn il tom³ëog olox bolomjgüï bolowq ünäniï xuw´ büxiï
funkciïg maksimumqlagq ünälältiïn toon utgyg olj bolno.

11.2 Matematik apparat
Ijil tarxalttaï µmuu äswäl xamaaralgüï baïx albagüï sanamsargüï xämjigdä-
xüünüüdiïn daraalal {y1, y2, ...}–iïg awq üz´e. hn(·, θ0) n´ y = (y1, ..., yn) sanam-
sargüï xämjigdäxüüniï xamtyn tarxaltyn n¶gt baïg. Änä funkciïn xälbär
mädägdäj baïna gäj üzääd θ0 parametriïg ünäläx ëstoï. Parametriïn bolomjit
utguudyn olonlog Θ (θ0 ∈ Θ) n´ tögsgölög xämjääst ewklid ogtorguïd xar´¶alag-
dana gäj üznä. y (bäxlägdsän) büriïn xuw´d

Ln(θ) = Ln(θ,y) = hn(y, θ), θ ∈ Θ, (11.4)

gäsän bodit utgataï funkciïg ünäniï xuw´ büxiï funkc (likelihood function), tüüniï
logarifm ln Ln(θ)–g ünäniï xuw´ büxiï logarifm funkc (loglikelihood function) gäj
tus tus närlänä.

Bäxlägdsän y–iïn xuw´d

Ln(θ̂n(y), y) = sup
θ∈Θ

Ln(θ, y), (11.5)

baïx duryn θ̂n(y) ∈ Θ utgyg xamgiïn ix ünäniï xuw´ büxiï ünälält (maximum
likelihood, ML estimate) gänä.

Erönxiï toxioldold, y–iïn büx utguudyn xuw´d θ0 parametriïn MLünälält
or²ix batalgaa baïxgüï. Xäräw or²in baïwal θ̂n funkciïg ül mädägdäx parametr
θ0–iïn xamgiïn ix ünäniï xuw´ büxiï ünälält gänä.

Ln(θ) n´ differencialqlagdax funkc baïgaad (11.5) funkc parametrüüdiïn
ogtorguï Θ–iïn dotood cäg däär xamgiïn ix utgandaa xüräx üed ∂ ln Ln(θ)/∂θ
tuxaïn ulamjlal änä cäg däär tägtäï täncänä. Tägwäl θ̂n n´ ∂ ln Ln(θ)/∂θ = 0
wektor täg²itgäliïn ²iïd bolno.

Ln(θ) funkc θ–öör 2 udaa differencialqlagdax toxioldold tüüniï Gessiïn
matric (Hessian matrix )

Hn(θ) =
∂2 lnLn(θ)

∂θ ∂θ′
(11.6)
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gäj todorxoïlogdox ba
Fn(θ0) = −E(Hn(θ0)) (11.7)

matricyg θ0 cäg däärx mädäälliïn matric gänä. Mädäälliïn matric n´ θ0 para-
metriïn jinxänä utga däär bodogdson gädgiïg tämdägläe. Xäräw doorx x¶zgaar
or²in baïwal tüüniïg θ0 parametriïn mädäälliïn asimptotlog matric gänä.

F(θ0) = lim
n→∞(1/n)Fn(θ0) (11.8)

Xäräw F(θ0) matric äeräg todorxoïlogdson bol tüüniï urwuu F−1(θ0) n´ θ0 para-
metriïn duryn zoximjtoï ünlältiïn kowariaciïn asimptotlog matricyn dood
zaag bolno(Rao-Krameriïn x¶zgaaryn täncäl bi²). Xamgiïn ix ünäniï xuw´
büxiï ünälältiïn kowariaciïn matric zarim regul¶r nöxcliïn üed änä dood zaag
ruu niïldäg. Iïmd F−1(θ0)–iïg xamgiïn ix ünäniï xuw´ büxiï ünälält θ̂–iïn
kowariaciïn asimptotlog matric gänä. Zarim regul¶r nöxcliïn üed sanamsargüï
wektoruudyn daraalal √

n(θ̂n − θ0) (11.9)

n´ tarxaltaaraa, täg dundaj ba F−1(θ0) kowariaciïn matric büxiï normal tar-
xalttaï sanamsargüï wektor uruu niïlnä.

11.3 Olon xämjääst normal tarxaltyn parametrüü-
diïn xamgiïn ix ünäniï xuw´ büxiï ünälält

µ = (µ1, µ2, ..., µm)′ matematik dundaj, σ2Im kowariaciïn matric büxiï olon xäm-
jääst normal tarxalttaï tüüwär awq üz´e. Sanamsargüï wektoruudyn n ajiglal-
tyn utgyg y1, y2, ..., yn gäe. Ajiglalt büriïn xuw´d n¶gtyn funkciïg biqwäl

h(yi) = (2π)−m/2(σ2)−m/2 exp
{
−1

2

(
(yi − µ)′(yi − µ)

σ2

)}
. (11.10)

(11.10) ilärxiïlliïn logarifmaas ajiglaltyn büx n utguudaar niïlbär awbal
ünäniï xuwiïn logarifm funkc üüsnä.

lnL = −nm

2
ln 2π − nm

2
ln σ2 − 1

2σ2

∑

i

(yi − µ)′(yi − µ). (11.11)

Änä funkciïg tarxaltyn µ, σ2 parametrüüdäär n´ differencialqilbal daraax
täg²itgäl üüsnä (äkstremum or²ix zaïl²güï nöxcöl).

∂ ln L

∂µ
=

1
σ2

∑

i

(yi − µ) = 0 (11.12)

∂ ln L

∂σ2
= −nm

2σ2
+

1
2σ4

∑

i

(yi − µ)′(yi − µ) = 0 (11.13)

(11.12)–(11.13) sistemiïg bodwol xamgiïn ix ünäniï xuw´ büxiï ünälält oldono:

µ̂j = yj , σ̂2 =

∑
j

∑
i(yji − yj)2

nm
. (11.14)

Üünd, yji n´ yi wektoryn j–r komponent yj = (1/n)
n∑

i=1
yji.
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11.4 Xamgiïn ix ünäniï xuw´ büxiï ünälältiïn qana-
ruud

Xamgiïn ix ünäniï xuw´ büxiï ünälält asimptotlog qanaraaraa sonirxol tatdag.
Erönxiï toxioldold, xamgiïn ix ünäniï xuw´ büxiï ünälält daraax 4 qanaryg
xangana.

1. Inwariant qanar. θ parametriïn xamgiïn ix ünäniï xuw´ büxiï ünälält
n´ θ̂, g(θ) –tasraltgüï funkc baïg. Tägwäl g(θ̂) n´ g(θ) parametriïn xamgiïn ix
ünäniï xuw´ büxiï ünälält bolno.

Tuxaïlbal, n´ σ̂2 n´ σ2–iïn xamgiïn ix ünäniï xuw´ büxiï ünälält ((11.13)–
yg üz) bolno gädgääs σ̂, 1/σ̂ n´ xargalzan σ ba 1/σ–iïn xamgiïn ix ünäniï xuw´
büxiï ünälält bolox n´ ²uud mördnö. Inwariantyn änäxüü qanaraas, xamgiïn ix
ünäniï xuw´ büxiï ünälält erönxiï toxioldod xazaïlttaï bolox n´ mördnö.

Inwariant qanar n´ tögsgölög tüüwriïn xuw´d bieläx bögööd xamgiïn ix ünäniï
xuw´ büxiï ünälält x¶zgaartaa daraax 3 qanaryg xangana.

2. Zoximjtoï qanar. p lim θ̂ = θ täncätgäl bielnä. Ööröör xälbäl duryn
ε > 0 xuw´d n →∞ üed P (|θ̂−θ| > 0) −→ 0. Zoximjtoï qanar n´ erönxiïdöö öör
busad ünälältiïn qanaruudaas nilääd quxal bögööd bodlogo bodox ¶wcad baïnga
taaraldax n´ älbäg. Ööröör xälbäl, zoximjtoï qanar n´ ¶mar q ünälältänd taw-
igdax minimum ²aardlaga µm. θ̂ zoximjtoï ünälält bol täräär parametrüüdiïn
jinxänä utga θ–rüü niïlnä: θ̂

d→ θ. Ööröör xälbäl, (θ̂−θ) ¶lgawar magadlalaaraa
tägrüü tämüülnä gäsän üg. Änä toxioldold, ünälältiïg nariïwqlan awq üzäxiïn
tuld normqlogdson ünälält n´ x¶zgaartaa ül böxöx tarxalttaï baïxaar toxirox
normqlolyg xiïdäg.

Daraax tuxaïn toxioldlyg awq üz´e. N(µ, σ2) gäsän normal tarxalttaï y1, ...., yn

tüüwär baïg. Tägwäl ȳ n´ µ–iïn zoximjtoï ünälält bolno. Iïmd ȳ ∼ N(µ, σ2/n).
Ööröör xälbäl, √n(y − µ) ∼ N(0, σ2). Tägwäl √

n(y − µ) d→ N(0, σ2). Manaï
toxioldold normqlogdson ünälältiïn tarxalt n–ääs ül xamaarax ba x¶zgaaryn
tarxalttaïgaa täncüü baïna.

3. X¶zgaartaa normal qanar. Xamgiïn ix ünäniï xuw´ büxiï ünälält x¶zgaar-
taa daraax tölöw baïdlyg üzüülnä.

√
n(θ̂ − θ) d→ N(0,F−1(θ)) (11.15)

Üünd, F(θ)–mädäälliïn asimptotlog matric. Xarin √
n(θ̂ − θ) xämjigdäxüüniï

asimptotlog tarxaltyn kowariaciïn matric n´ F−1(θ) µm. θ̂–iïn ööriïnx n´
kowariaciïn matricyn ünälält V̂(θ̂) = F−1

n (θ̂) = (1/n)F−1(θ̂) bolno.
4. X¶zgaartaa ärqimtäï qanar. Xamgiïn ix ünäniï xuw´ büxiï ünälält x¶z-

gaartaa ärqimtäï. Änä n´, xamgiïn ix ünäniï xuw´ büxiï ünälält θ̂–g zoximj-
toï bögööd x¶zgaartaa normal tarxalttaï, duryn θ̃–taï ünälälttäï xar´cuul-
bal V(θ̂) ≤ V(θ̃) baïna gäsän üg. Ööröör xälbäl, V(θ̂) − V(θ̃) ¶lgawar sörög bi²
todorxoïlogdson matric baïna. Tuxaïn toxioldold θ̃ wektoryn komponet büriïn
dispers n´ θ̂ wektoryn komponet büriïn dispersääs bagagüï baïna gäsän üg.
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11.5 �ugaman zagwar dax´ xamgiïn ix ünäniï xuw´ büxiï
ünälält

Regressiïn üldägdäl n´ normal tarxalttaï baïx standart ²ugaman zagwaryg awq
üz´e.

y = Xβ + u, u ∼ N(0, σ2In) (11.16)

Äkwiwalent xälbäräär biqwäl

y ∼ N(Xβ, σ2In). (11.17)

Sanamsargüï wektor y–iïn n¶gtyn funkc daraax xälbärtäï baïna.

h(y) = (2πσ2)−n/2 exp
{
−1

2
(y −Xβ)′(y −Xβ)

σ2

}
(11.18)

Ünäniï xuwiïn logarifm funkc n´ β, σ2 parametrüüdääs xamaarna:

lnL(β, σ2) = −n

2
ln 2π − n

2
ln σ2 − 1

2
(y −Xβ)′(y −Xβ)

σ2
. (11.19)

Änä fukciïn I ärämbiïn tuxaïn ulamjlaluudyg ol³ë.

∂ lnL

∂β′
=

1
σ2

(y −Xβ)′X,

∂ lnL

∂σ2
= − n

2σ2
+

(y −Xβ)′(y −Xβ)
2σ4

(11.20)

I ärämiïn tuxaïn ulamjlaluud (11.20)–yg tägtäï täncüülän xamgiïn ix ünäniï
xuw´ büxiï ünälältiïg olbol

β̂ = (X′X)−1X′y, σ̂2 =
e′e
n

, (11.21)

Üünd, e = y−Xβ̂–üldägdlüüdiïn wektor. Xamgiïn ix ünäniï xuw´ büxiï ünälält
β̂ n´ β–iïn xuw´d XBK-ünälälttäï dawxcax bolowq xamgiïn ix ünäniï xuw´ büxiï
σ̂2 ünälält tüüniï XBK-ünälält s2 = e′e/(n− k)–taï ül dawxcana.

(11.19)–iïn II ärämbiïn tuxaïn ulamjlaluudyg ol³ë

∂2 ln L

∂β∂β′
= −X′X

σ2
,

∂2 lnL

∂σ2∂β′
= −(y −X ′β)′X

σ4
, (11.22)

∂2 ln L

(∂σ2)2
=

n

2σ4
− (y −Xβ)′(y −Xβ)

σ6
. (11.23)

II ärämbiïn ulamjlaluudyn matematik dundjiïg bodwol

−E
(

∂2 ln L

∂β∂β′

)
=

X′X
σ2

, −E
(

∂2 ln L

(∂σ2)2

)
=

n

2σ4
, (11.24)
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Änd, E((y−Xβ)′(y−Xβ)) = nσ2 boloxyg tämdägläe. Mön xolimog ulamjlalyn
matematik dundaj tägtäï täncüü, uqir n´ E(y − Xβ) = 0. Ändääs mädäälliïn
matric daraax baïdlaar ilärxiïlägdänä.

Fn(β, σ2) =
[

(1/σ2X′X) 0
0 n/(2σ4)

]
(11.25)

Iïmääs mädäälliïn asimptotlog matric n´ daraax x¶zgaaraar todorxoïlogdono.

F(β, σ2) = lim
n→∞(1/n)Fn

[
(1/σ2)Q 0

0 1/(2σ4)

]
(11.26)

Änä toxioldold äeräg todorxoïlogdson Q = lim
n→∞(1/n)X′X matric or²ino gäj

üznä. Däärx matricyn urwuug bodwol

F−1 =
[

σ2Q−1 0
0 2σ4

]
(11.27)

Xamgiïn ix ünäniï xuw´ büxiï ünälältiïn qanar ësoor (σ2/n)Q−1 n´ β̂–iïn kowa-
riaciïn asimptotlog matricyn ünälält bolno. Praktikt kowariaciïn asimp-
totlog σ̂2(X′X)−1 utgand döxdög. Ünän xäräg däärää β̂ wektoryn kowariaciïn
jinxänä matric n´ σ2(X′X)−1 boloxyg bid mädnä. Xarin σ̂2 dispersiïn ünälält
x¶zgaartaa 2σ̂4/n baïna. �agaad gäwäl F matricyn diagonaliïn gadnax blokuud
n´ tägtäï täncüü, β̂ ba σ̂2 ünälält x¶zgaartaa xamaaralgüï. Dundaj utga ba
dispersiïn xuw´d x¶zgaartaa xamaaralgüï baïx änä qanar n´ regressiïn onolyn
erönxiï onclog bögööd parametriïg ünäläx bolon, test ²algaxad quxal nölöö
üzüülnä.

11.6 �ugaman zagwart taamaglal ²algax, I
Aldaany kowariaciïn matric n´ V(u) = Ω baïx y = Xβ+u örgötgösön ²ugaman
zagwar awq üz´e. Üünd, Ω –mädägdäj buï äeräg todorxoïlogdson, täg² xämt matric.
Bid q (q < k) toony ül xamaarax ²ugaman zaaglaluudyn sistem Rβ = r bielnä
gäsän taamaglal ²algax gäj baïgaa gäe. Änd, R n´ q rangtaï, q × k xämjääst
mädägdäj buï matric, r n´ q×1 xämjääst mädägdäj buï wektor. Änä xäsägt däärx
taamaglalyg ²algax 3 öör test awq üzäx bolno.

Ünäniï xuwiïn logarifm funkciïg biq´e.

lnL(β) = const +
1
2

ln |Ω−1| − 1
2
(y −Xβ)′Ω−1(y −Xβ), (11.28)

tüüniï I ärämbiïn tuxaïn ulamjlal bolon mädäälliïn matricyg olbol

∂ ln L(β)
∂β

= X ′Ω−1(y −Xβ) (11.29)

F(β) = −E
(

∂2 ln L(β)
∂β∂β′

)
= X′Ω−1

X (11.30)
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Zaaglalgüï regressiïn β parametriïn ML-ünälält ∂ ln L(β)/∂β = 0 täg²itgäläär
ögögddög. Ändääs GLS ünälält daraax xälbärtäï bolno.

β̂ = (X′Ω−1
X)−1X′Ω−1

y (11.31)

Regressiïn üldägdlüüdiïn wektor û = y − Xβ̂–taï täncüü tul ünäniï xuwiïn
logarifm funkciïn xargalzax xamgiïn ix utga:

ln L(β̂) = const +
1
2

ln |Ω−1| − 1
2
û′Ω

−1
û. (11.32)

Zaaglaltaï (Rβ = r) regressiïn β parametriïn ML-ünälältiïg ln L(β) funkciïn
Rβ = r nöxcöliïg xangax nöxcölt äkstremumyn bodlogoos olno. Änäxüü ünäläl-
tiïg oloxyn tuld Lagranjiïn funkiïg biq³e:

ψ(β) = lnL(β)− `′(Rβ − r). (11.33)

Üünd, ` = (`1, ..., `q)′–äär (q xämjääst) Lagranjiïn ürjigdäxüüniïg tämdägläw.
Äkstremumyn nöxcliïg biqwäl

∂ψ(β)/∂β = 0, Rβ = r (11.34)

äswäl
X′Ω−1(y −Xβ)−R′` = 0, Rβ = r (11.35)

(11.35) sistemiïn ²iïdiïg xargalzan β̃ ba ˜̀ gäj tämdägläwäl.

β̃ = β̂ − (X′Ω−1
X)−1R′˜̀ (11.36)

Iïmd
r = Rβ̃ = Rβ̂ − (R(X′Ω−1

X)−1R′)˜̀ (11.37)

(11.37) täg²itgälääs ˜̀–g ilärxiïlbäl

˜̀ = (R(X′Ω−1
X)−1R′)−1(Rβ̂ − r). (11.38)

Änä ilärxiïlliïg (11.36)–d orluulan zaaglal büxiï regressiïn β̃ ünälältiïg ol-
bol:

β̃ = β̂ − (X′Ω−1
X)−1R′(R(X′Ω−1

X)−1R′)−1(Rβ̂ − r). (11.39)

Zaaglal büxiï regressiïn üldägdliïn wektoryg u = y −Xβ̃ gäe. Tägwäl ünäniï
xuwiïn logarifm funkc ln L(β)–iïn xamgiïn ix utga:

ln L(β̃) = const +
1
2

ln |Ω−1| − 1
2
ũ′Ω−1ũ. (11.40)

Odoo däär xälsän 3 testiïg tom´ëol³ë. Ädgäär büx testäd H0 n´ “Rβ = r zaaglal
bielnä” gäsän taamaglal bolno.

Wal´diïn (Wald) test. H0 taamaglal bieläx üed Rβ̂ wektor, r wektort
oïrxon baïx ëstoï gäsän sanaan däär Wal´diïn test (W) ündäslägdänä. (11.31)–ääs

Rβ̂ − r ∼ N(Rβ − r, R(X ′Ω−1X)−1R′). (11.41)



168 Regressiïn zagwaryn xamgiïn ix ünäniï xuw´ büxiï arga

Iïmd xäräw H0 taamaglal bieläx bol

Rβ̂ − r ∼ N(0, R(X ′Ω−1X)−1R′). (11.42)

Normal tarxaltyn qanaryg a²iglawal

W ≡ (Rβ̂v − r)′(R(X ′Ω−1X)−1R′)−1(Rβ̂ − r) ∼ χ2(q) (11.43)

Wal´diïn test zöwxön, paramerüüdäd n´ zaaglalgüï zagwaryn ünälältiïg a²igla-
dag boloxyg tämdägläe.

Lagranjiïn (Lagrange) ürjigdäxüüniï test. H0 taamaglal bieläx üed
Lagranjiïn büx ürjigdäxüün tägtäï täncüü baïx ëstoï, iïm uqraas ˜̀ wektor tägd
oïr baïna gäsän sanaan däär Lagranjiïn ürjigdäxüüniï test (LM) ündäslänä.
Täg taamaglal bieläx toxioldold (11.38) ba (11.41)–ääs

˜̀ ∼ N(0, (R(X′Ω−1
X)−1R′)−1)) (11.44)

Tiïmääs
LM ≡ ˜̀′R(X ′Ω−1X)−1R′˜̀ ∼ χ2(q). (11.45)

Lagranjiïn test Wal´diïn testääs ¶lgagdax ¶lgaa n´ zöwxön parametrüüd n´
zaaglal büxiï zagwaryn ünälältiïg a²igladagt or²ino.

Ünäniï xuwiïn xar´caany (Likelihood ratio) test. Ünäniï xuwiïn xar´-
caany testäd zaaglaltaï bolon zaaglalgüï regressüüdiïg a²iglana. Xäräw zaaglal
ünän bol zaaglaltaï bolon zaaglalgüï regressüüdiïn ünäniï xuwiïn funkciïn
xamgiïn ix utguudyn xar´caa nägd oïrxon baïx ëstoï gäsän sanaan däär änä test
(LR) ündäslänä. Iïmääs statistik ²injüüriïn kritik utgyn orond ünäniï
xuwiïn logarifm funkcüüdiïn xamgiïn ix utgyn ¶lgawaryg awdag. (11.32) ba
(11.40)–öös

LR ≡ −2(lnL(β̃)− ln L(β̂)) = ũ′Ω−1ũ− û′Ω−1û. (11.46)

Täg taamaglal bieläx üed (11.46) n´ χ2(q) tarxalttaï boloxyg xaruulj bolno.
Ünäxäär Xβ̃ = Xβ̂ −X(β̂ − β̃) uqraas ũ = û + X(β̂ − β̃). Ω−1/2–oor ürjüülbäl.

Ω−1/2ũ = Ω−1/2û + Ω−1/2X(β̂ − β̃) (11.47)

(11.47)–iïn xoër talaas skal¶r kwadrat awq X ′Ω−1û = 0 ((11.31)–iïg üz) boloxyg
toocwol:

ũ′Ω−1ũ = û′Ω−1û + (β̂ − β̃)′X ′Ω−1X(β̂ − β̃). (11.48)

(11.36)–aas
β̂ − β̃ = (X ′Ω−1X)−1R′˜̀ (11.49)

gäj mördöx ba (11.45) ësoor

LR = ũ′Ω−1ũ− û′Ω−1û = ˜̀′R(X ′Ω−1X)−1R′˜̀ ∼ χ2(q). (11.50)

Bidniï däär awq üzsän 3 statistik bügd χ2(q) tarxalttaï bolox n´ xaragdaj
baïna. Caa²ilbal (11.50)–ias LR = LM , (11.38)–aas W = LM gäj mördöx tul

LM = LR = W (11.51)

Änä nöxcöl aldaany kowariaciïn matric Ω bürän mädägdäj baïgaa toxioldold
bielnä. Xarin Ω matric ül mädägdäx üed baïdal xündärnä.
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11.7 �ugaman zagwart taamaglal ²algax, II
Odoo Ω matric ül mädägdäx bolowq bütäc n´ mädägdäj baïgaa gäj üz´e. Ööröör
xälbäl, Ω = Ω(θ) n´ q×1 xämjääst ül mädägdäx wektor-parametr θ–öös xamaarsan
funkc gäe. Xarin bid θ parametriïg ünäläx ²aardlagataï (Änä tuxaï Büläg 7–d
awq üzsän). Änä toxioldold ömnö awq üzsän 3 statistik daraax xälbärtäï bolno:

W = (Rβ̂ − r)′(R(X ′Ω̂
−1

X)−1R′)−1(Rβ̂ − r), (11.52)

LM = ũ′Ω̃
−1

X(X ′Ω̃
−1

X)−1X ′Ω̃
−1

ũ, (11.53)

LR = −2(lnL(β̂, θ̃)− ln L(β̂, θ̂)), (11.54)

Üünd, Ω̂ ≡ Ω(θ̂), Ω̃ ≡ Ω(θ̃). (X ′Ω̃
−1

ũ = R′˜̀ nöxcliïg a²iglan LM satistikiïg
öör xälbärtäï biqsän.) Odoo daraax aldartaï täncätgäl bi² bieläxiïg xaruul³¶

LM ≤ LR ≤ W. (11.55)

Batalgaa n´ Breu²iïn (Breuch, 1979) nilään nariïn sanamjuud däär ündäslänä.
Äxlääd, Rβ = r zaaglal büxiï ln L(β, θ̃) funkciïn nöxcölt maksimumiïn cäg

n´ β̃, lnL(β, θ̂) funkciïn maksimumyn cäg n´ β̂ boloxyg tämdägläe. Xoër ²inä
wektor oruul³¶: Rβ = r zaaglal büxiï ln L(β, θ̂) funkciïn nöxcölt maksimumyn
cäg β̂r, lnL(β, θ̃) funkciïn maksimumyn cäg β̃u baïg. Ömnöx xäsägt (θ mädägdäj
buï toxioldold) gargasan täncätgäl n´ W , LM statistikuudyg LR statistikiïn
adilaar ilärxiïläx bolomj olgono.

W = −2
(
lnL(β̂r, θ̂)− lnL(β̂, θ̂)

)
(11.56)

LM = −2
(
ln L(β̃, θ̃)− ln L(β̃u, θ̃)

)
(11.57)

Tüünqlän ünäniï xuwiïn xar´caany statistik n´ mön daraax baïdlaar biqigdänä.

LR = −2
(
lnL(β̃, θ̃)− lnL(β̂, θ̂)

)
(11.58)

Ändääs
LR− LM = 2

(
ln L(β̂, θ̂)− ln L(β̃u, θ̃)

)
≥ 0 (11.59)

W − LR = 2
(
lnL(β̃, θ̃)− ln L(β̂r, θ̂)

)
≥ 0 (11.60)

Iïmd LM ≤ LR ≤ W bolj batlagdana.
Änä täncätgäl bi² täg taamaglalyn nöxcöld bielänä. Tösgölög tüüwriïn

xuw´d xäräw, näg ijil kritik utgyg a²iglawal testiïn itgäx tüw²in ¶nz bür
baïna. Däärx täncätgäl bi² n´ W, LR ba LM testiïn xar´cuulsan qadlyn talaar
¶mar q mädäälliïg ül ögnö (änä taïlbaryn tuxaï dälgärängüï mädäxiïg xüswäl
Evans and Savin-1982 ba Godfrey-1988 naryn ajlyg üzäxiïg zöwlöj baïna).
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11.8 �ugaman bi² zaaglaluud
Täg taamaglal q toony ²ugaman bus zaaglaluudyn sistemääs togtog gäe. Aldaany
wektoruud n´ u ∼ N(0,Ω(θ)) tarxalt büxiï standart nöxcöltäï ögögdsön gäe.
Zaaglalyg daraax xälbärtäï biq´e

g(β) = 0 (11.61)

Iïmd bid H0 : g(β) = 0 täg taamaglalyg H1 : g(β) 6= 0 gäsän örsöldögq taa-
maglalyn nöxcöld ²algana gäsän üg. g(β) wektoryn büx q komponent n´ xoër udaa
tasraltgüï differencialqlagdax funkcüüd baïg. I ärämbiïn ulamjlalyn q × k
matricyg G(β) gäj tämdäglän β–iïn jinxänä utgyn ¶mar näg orqind güïcäd
rangtaï gäj üz´e.

Ünäniï xuwiïn logarifm funkc

ln L(β,θ) = const +
1
2

ln |Ω−1(θ)| − 1
2
(y −Xβ)′Ω−1(θ)(y −Xβ). (11.62)

Ömnö awq üzsäniï adilaar zaaglalgüï xamgiïn ix ünäniï xuw´ büxiï ünälältiïg
(β̂, θ̂) zaaglaltaï ünälältiïg (β̃, θ̃) gäj tämdägläe. X¶lbar xuwirgalt xiïsniï
daraa gurwan statistikiïg daraax xälbärtäï biqij bolno:

W = g(β̂)′
(
G(β̂)(X ′Ω̂

−1
X)−1G(β̂)′

)−1
g(β̂), (11.63)

LM = ũ′Ω̃
−1

X(X ′Ω̃
−1

X)−1X ′Ω̃
−1

ũ, (11.64)

LR = −2(lnL(β̃, θ̃)− ln L(β̂, θ̂)) (11.65)

((11.52)–(11.54) ilärxiïlältäï ji²ij üz). �ugaman bi² zaaglalyn LM ≤ LR
nöxcöl bieläx bolowq LR ≤ W nöxcöl bielägdäxgüï boloxyg Breu² (Breush, 1979)
batalsan.

Tögsgöld n´ Wal´diïn statistiktaï xolbootoï zarim näg asuudald anxaaral
xanduul³¶. Näg ijil zaaglalyg ma² olon ¶nzaar biqij boldogt xärgiïn gol
uqir or²ino.

Ji²äälbäl daraax x¶lbar zagwaryn xuw´d

y = β1x1 + β2x2 + u, u ∼ N(0, σ2I) (11.66)

β1 = β2 nöxcliïg ²algax zorilgo taw³¶, zaaglalyg ilärxiïläx funkciïg g1(β) =
β1−β2 äswäl g2(β) = (β1/β2)− 1 gäsän äkwiwalent xälbärtäï biqij bolno. Üünääs
q öör olon ¶nzaar biqij bolno. Zaaglal baïgaa toxioldold g1, g2 funkciïn
utguud dawxcax bolowq argumentyn busad utguudad öör xoorondoo ¶lgagdana. g1,
g2 funkciïn ulamjlaluud n´:

G1(β) = (1,−1) G2 =
(

1
β2

,
−β1

β2
2

)
. (11.67)

Tägwäl Wal´diïn testiïn kritik utguud daraax xälbärtäï bolno:

Wi =
(β̂1 − β̂2)2

σ̂2d′i(X′X)−1di
, (i = 1, 2). (11.68)
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Üünd,
d′1 = (1,−1), d′2 = (1,−(β̂1/β̂2)). (11.69)

Ändääs üzwäl, Wal´diïn testiïn kritik utga n´ täg taamaglalyg äkwiwalentaar
xuwirgax xar´caany xuw´d inwariant bi² baïdgaaraa LR, LM -statistikuudaas
¶lgagdaj baïna. Üüniï ²altgaan n´ Wal´diïn statistikiïn kritik utga zaaglagq
wektoryn (β̂ cäg däärx) ²ugaman döxöltöör olddogt or²ino. Ööröör xälbäl,
zaaglagq ilärxiïlliïn ¶nz büriïn xälbär n´ ¶nz büräär ²ugamqlaxad xürgädäg
baïna. Änä ¶lgaa tögsgölög tüüwrüüdiïn xuw´d mädägdäxüïc bolowq x¶zgaaryn
toxioldold arildag baïna.

11.9 Batatgax dasgal, bodlogo
Bodlogo 11.1. θ parametr büxiï Puassony tarxalttaï xämjigdäxüüniï 10 xämjäät
tüüwär ögögdsön: 1, 4, 3, 2, 3, 0, 1, 1, 0, 5.

a) θ parametriïn xamgiïn ix ünäniï xuw´ büxiï ünälältiïg ol.
b) Ünäniï xuwiïn bolon ünäniï xuwiïn logarifm funkcuud näg ijil θ cäg

däär xamgiïn ix utgandaa xürnä gädgiïg grafikaar üzüül.
Bodolt. a) Tüüwriïn yi utgyn xuw´d tarxaltyn n¶gt:

h(yi, θ) =
e−θθyi

yi!
.

Ändääs ünäniï xuwiïn funkc n´:

L(θ) =
10∏

i=1

h(yi, θ) =
e−10θθ

P
yi

∏
yi!

=
e−10θθ20

207360
.

Ünäniï xuwiïn logarifm funkc:

lnL(θ) = −10θ + 20 ln θ − ln 207360.

Ünäniï xuwiïn funkciïn maksimum utgyg oloxyn tuld tuxaïn ulamjlalyg tägtäï
täncüül´e:

d ln L(θ)
dθ

= −10 +
20
θ

= 0.

Ändääs xamgiïn ix ünäniï xuw´ büxiï ünälält n´ θ̂ = 2.
b) Zurag 11.1.

Bodlogo 11.2. N(µ, σ2) tarxalttaï n xämjäät tüüwär ögögdsön gäe. Tägwäl
ünäniï xuwiïn logarifm funkciïg biqij µ bolon σ2 parametrüüdiïn ML-ünänläliïg
ol. Ädgäär ünälältiïn xazaïltyg ol.
Bodolt. Ajiglaltyn yi utga büriïn xuw´d n¶gtyn funkc n´:

h(yi; µ, σ2) =
1√

2πσ2
exp

{
−(yi − µ)2

2σ2

}
.



172 Regressiïn zagwaryn xamgiïn ix ünäniï xuw´ büxiï arga

Zurag 11.1: Trend

Ünäniï xuwiïn funkc:

L(µ, σ2) =
∏

h(yi; µ, σ2) = (2π)−n/2(σ2)−n/2 exp
{
− 1

2σ2

∑
(yi − µ)2

}
,

logarifmqilbal

lnL(µ, σ2) = −n

2
ln 2π − n

2
lnσ2 − 1

2σ2

∑
(yi − µ)2.

Ünäniï xuwiïn funkcyg maksimumqlaxyn tuld µ, σ2 parametrüüdäär n´ ulamjlal
awq tägtäï täncüülnä:

∂ ln L

∂µ
=

1
σ2

∑
(yi − µ) = 0,

∂ lnL

∂σ2
= −n

2
1
σ2

+
1

2σ4

∑
(yi − µ)2 = 0.

Täg²igäliïn sistemiïg bodoj xamgiïn ix ünäniï xuw´ büxiï ünälältiïg olbol:

µ̂ =
1
n

n∑

i=1

yi = y, σ̂2 =
1
n

n∑

i=1

(yi − y)2.

Ünälältiïn matematik dundaj n´:

E(µ̂) =
1
n

n∑

i=1

E(yi) =
1
n

n∑

i=1

µ = µ,

E(σ̂2) =
1
n

n∑

i=1

E(yi − y)2 =
1
n

n∑

i=1

V(yi − y) =

=
1
n

n∑

i=1

(V(yi) + V(y)− 2Cov(yi, y) =

=
1
n

n∑

i=1

(
σ2 +

1
n

σ2 − 2
1
n

σ2

)
=

n− 1
n

σ2.
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Ünälältiïn xazaïlt n´ xargalzan:

bias(µ̂) = E(µ̂)− µ = 0, bias(σ̂2) = E(σ̂2 − σ̂2) = − 1
n

σ2.

Bodlogo 11.3. y1, y2, ..., yn n´ h(y, θ) =
{

1/θ, 0 < y ≤ θ;
0, busad toxioldold (0 < θ < ∞)

n¶gt büxiï tarxaltaas awsan tüüwär. θ̂ = max yi xamgiïn ix ünäniï xuw´ büxiï
ünälält boloxyg xaruulj, tüüniï xazaïltyg ol.
Bodolt. Bodlogyn nöxcöl ësoor y1, y2, ..., yn sanamsargüï xämjigdäxüünüüd xa-
maaralgüï bögööd (0, θ] zawsart jigd tarxalttaï. Tägwäl y sanamsargüï xämjig-
däxüüniï tarxaltyn funkc daraax xälbärtäï baïna:

Fy(z) =
z

θ
, 0 < θ ≤ θ

(z ≤ 0 üed Fy(z) = 0, z > 0 üed Fy(z) = 1). Ünäniï xuwiïn funkc:

L(θ) =
n∏

i=1

h(yi, θ) =
1
θn

, 0 < yi ≤ θ,

busad yi–iïn xuw´d tägtäï täncänä.
θ ösöx tutam L monoton buurq baïna. Änä funkciïn maksimumyg differen-

cialqlax argaar olox bolomjgüï. Xarin bolomjit utguudyn xamgiïn bagaar
θ–g songox n´ oïlgomjtoï. Büx i–iïn xuw´d θ ≥ yi tul θ ≥ max yi gäsän üg. Änä
toxioldold xamgiïn ix ünäniï xuw´ büxiï ünälält:

θ̂ = max yi.

θ̂ ünälältiïn matematik dundaj bolon dispersiïg oloxyn tuld tarxaltyn funkc
F (z), n¶gtyn funkc f(z)–iïg tus tus ol³ë:

F (z) = P (θ̂ ≤ z) = P (max yi ≤ z) =
n∏

i=1

P (yi ≤ z) =
(z

θ

)n
= θ−nzn

(yi ül xamaarax gädgiïg a²iglaw). Däärx funkciïg differencialqilj tarxal-
tyn n¶gtyn funkciïg olbol:

f(z) = F ′(z) = nθ−nzn−1.

Ändääs

E(θ̂) = E(max yi) =

θ∫

0

zf(z)dz = nθ−n

θ∫

0

z zn−1dz = θ
n

n + 1
,

E(θ̂2) =

θ∫

0

z2f(z)dz = nθ−n

θ∫

0

z2 zn−1dz = θ2 n

n + 2
,

V(θ̂) = E(θ̂2)− (Eθ̂)2 = θ2

[
n

n + 2
−

(
n

n + 1

)2
]

=
nθ2

(n + 1)2(n + 2)
.
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Iïmääs θ̂ ünälältiïn xazaïlt n´:

bias = E(θ̂)− θ = θ
n

n + 1
− θ = −θ

1
n + 1

.

Xürälcäätäï ix n–iïn xuw´d
V(θ) ≈ θ2

n2
.

Bodlogo 11.4. Olon xämjääst normal tarxaltyn µ, Ω parametrüüdiïn xamgiïn
ix ünäniï xuw´ büxiï ünälältiïg n xämjäät tüüwräär baïguul.
Bodolt. Bidänd ül xamaarax, nägän ijil normal tarxalttaï k × 1 xämjääst, n
toony yi ∼ N(µ,Ω) wektor ögögdsön. Wektor tus bür daraax n¶gt büxiï tarxalt-
taï baïna.

h(y) = (2π)−k/2|Ω|−1/2 exp
{
−1

2
(y − µ)

′
Ω−1(y − µ)

}
.

Änd, µ−k×1 wektor, Ω–äeräg torxoïlogdson, täg² xämt, k×k xämjääst matric.
Iïmääs ül mädägdäx parametriïn too k + k(k + 1)/2 = k(k + 3)/2 baïna.

|Ω−1| = |Ω|−1 boloxyg toocon ünäniï xuwiïn logarifm funkciïg biqwäl:

lnL(µ,Ω) = ln
n∏

i=1

h(yi)

= −kn

2
ln 2π +

n

2
ln |Ω−1| − 1

2

n∑

i=1

(yi − µ)
′
Ω−1(yi − µ).

ln L funkciïg µ bolon Ω−1–ääs xamaarsan mätäär awq üzäx n´ äwtäïxän. Tuxaïn
ulamjlalyg olj tägtäï täncüül´e (bodoltyn tögsgöld tom³ëolson xoër lemmiïg
a²iglaw).

µ–aar awsan ulamjlal:

∂ ln L

∂µ
= −1

2

n∑

i=1

2Ω−1(yi − µ) = 0.

Ändääs

Ω−1
n∑

i=1

(yi − µ) = 0.

buµu

µ̂ =
1
n

n∑

i=1

yi = y.

Lemm 11.9.1 bolon Lemm 11.9.2–yg a²iglan Ω−1–äär awsan ulamjlalyg ol³ë:

∂ ln L

∂Ω−1 =
n

2
Ω− 1

2

n∑

i=1

(yi − µ)(yi − µ)′.
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Kowariaciïn matricyn xamgiïn ix ünäniï xuw´ büxiï ünälält n´

Ω̂ =
1
n

n∑

i=1

(yi − y)(yi − y)′.

Lemm 11.9.1. A− k × k matric, x− k × 1 wektor baïg. Tägwäl

∂x′Ax

∂A
= xx′

B a t a l g a a: x′Ax –ääs aij–äär awsan ulamjlalyg bodwol

∂x′Ax

∂aij
=

∂

∂aij

∑
xxatsxs = xixj = (xx′)ij .

Lemm 11.9.2. A–täg² xämt, ül böxöx, k × k xämjääst matric, |A| tüüniï
todorxoïlogq baïg. Tägwäl

∂ ln |A|
∂A

= A−1.

B a t a l g a a: Todorxoïlogqiïg möröör zadalsan zadargaa

|A| =
n∑

j=1

aij(−1)i+j |Mij |

(|Mij |–matricyn minoruud), ändääs

∂|A|
∂aij

= (−1)i+j |Mij |.

gäj oldono. A−1 matricyn aij älementüüdiïn xuw´d

aij =
(−1)i+j |Mji|

|A| .

Süüliïn xoër tom³ëonoos

∂ ln |A|
∂aij

= aji, äswäl ∂ ln |A|
∂A

= (A−1)′.

A matric täg² xämtäïg toocwol lemm batlagdana.
Bodlogo 11.5. Ln(θ)–ünäniï xuwiïn funkc baïg. Tägwäl

E
(

∂ lnLn(θ)
∂θ

)
= 0, V

(
∂ ln Ln(θ)

∂θ

)
= Fn(θ)

boloxyg batal.
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Bodolt. Ünäniï xuwiïn Ln(θ) funkc ajiglaltuudyn xamtyn tarxaltyn n¶gtyn
funkc baïdgiïg sana¶. Iïmd büx θ–iïn xuw´d

∫
Ldy = 1,

∫
Ldy–ääs θ–öör awsan

tuxaïn ulamjlaluud tägtäï täncüü. Tuxaïn toxioldold:

0 =
∂

∂θ

∫
Ldy =

∫
∂

∂θ
Ldy =

∫ (
∂

∂θ
L

)
1
L

Ldy = E
(

∂ lnL

∂θ

)
.

Bodlogyn äxniï xäsäg batlagdaw.
Xoër dax´ xäsgiïg batlaxyn tuld äxlääd daraax gargalgaag xiïe.

∂2 lnL

∂θ∂θ′ =
∂

∂θ

(
∂ lnL

∂θ′

)
=

∂

∂θ

(
1
L

∂L

∂θ′

)
=

∂

∂θ

(
1
L

)
∂L

∂θ′ +
1
L

∂2L

∂θ∂θ′

= − 1
L2

∂L

∂θ

∂L

∂θ′ +
1
L

∂2L

∂θ∂θ′ = −∂ ln L

∂θ

∂ ln L

∂θ′ +
1
L

∂2L

∂θ∂θ′ .

Ändääs
1
L

∂2L

∂θ∂θ′ =
∂2 lnL

∂θ∂θ′ +
(

∂ lnL

∂θ

)(
∂ ln L

∂θ

)′
. (∗).

∫
Ldy–ääs θ–öör awsan II ärämbiïn tuxaïn ulamjlaluud tägtäï täncüü gädgääs

0 =
∂2

∂θ∂θ′

∫
Ldy =

∫
∂2

∂θ∂θ′ Ldy =
∫

1
L

∂2L

∂θ∂θ′ Ldy

= E
(

1
L

∂2L

∂θ∂θ′

)

((∗) aditgalyg a²iglawal)

= E
(

∂2 ln L

∂θ∂θ′

)
+ E

((
∂ ln L

∂θ

)(
∂ ln L

∂θ

)′)
.

Süülqiïn ilärxiïlliïn äxniï nämägdäxüün todorxoïlolt ësoor−Fn(θ)–täï täncüü,
xoër dax´ nämägdäxüün n´ bodlogyn äxniï xäsäg ësoor

E
((

∂ ln L

∂θ

)(
∂ lnL

∂θ

))
= V

(
∂ ln L

∂θ

)
.

Iïmääs
Fn(θ) = V

(
∂ ln L

∂θ

)
.

Bodlogo 11.6. y1, y2, ..., yn n´ (θ, 2θ) zawsart nägän ijil, jigd tarxalttaï, ül
xamaarax sanamsargüï xämjigdäxüünüüd baïg. Tägwäl

a) Xamgiïn ix ünäniï xuw´ büxiï ünälält θ̂ = max yi/2,
b) θ̂ ünälält xazaïlttaï bolowq x¶zgaartaa xazaïltgüï boloxyg,
w) V(θ̂) dispers x¶zgaartaa θ2/(4n2)–taï täncüü boloxyg tus tus üzüül.

Bodolt. a) Bodlogyn nöxcöl ësoor y1, y2, ..., yn sanamsargüï xämjigdäxüünüüd ül
xamaarax, [θ, 2θ] zawsart jigd tarxalttaï gädgääs y sanamsargüï xämjigdäxüüniï
tarxaltyn funkc daraax xälbärtäï baïna:

Fy(z) =
z − θ

θ
, θ ≤ z ≤ 2θ
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(z < θ üed Fy(z) = 0, z > 2θ üed Fy(z) = 1). Ünäniï xuwiïn funkc n´:

L(θ) =
n∏

i=1

h(yi, θ) =
1
θn

, 0 < yi ≤ θ,

busad yi–iïn xuw´d tägtäï täncüü.
θ ösöx tutam L monoton buurq baïna. Änä funkciïn maksimum differen-

cialqlax argaar oldoxgüï. Xarin bolomjit utguudyn xamgiïn bagyg θ–öör songox
n´ oïlgomjtoï. Büx i–iïn xuw´d yi/2 ≤ θ ≤ yi boloxoor

1
2

max yi ≤ θ ≤ min yi.

Ändääs, xamgiïn ix ünäniï xuw´ büxiï ünälält

θ̂ =
1
2

max yi.

b) θ̂–iïn dundaj bolon dispersiïg oloxyn tuld tüüniï tarxaltyn funkc F (z),
n¶gtyn funkc f(z)–iïg ol³ë.

F (z) = P (θ̂ ≤ z) = P (2θ̂ ≤ 2z) = P (max yi ≤ 2z) =
n∏

i=1

P (yi ≤ 2z)

= Fy(2z)n =
(

2z − θ

θ

)n

= θ−n(2z − θ)n, θ/2 ≤ z ≤ θ

(yi ül xamaarax gädgiïg a²iglaw). Tarxaltyn funkciïg differencialqilj n¶g-
tyn funkciïg olbol

f(z) = F ′(z) = 2nθ−n(2z − θ)n−1, θ/2 ≤ z ≤ θ.

Ändääs

E(θ̂) = E
(

1
2

max yi

)
=

∞∫

−∞
zf(z)dz = 2nθ−n

θ∫

θ/2

z(2z − θ)n−1dz

(t = 2z − θ orluulga xiïwäl)

=
1
2
nθ−n

θ∫

0

(t + θ)tn−1dt =
1
2
nθ−n




θ∫

0

tndt + θ

θ∫

0

tn−1dt




=
1
2
θ

(
n

n + 1
+ 1

)
= θ

2n + 1
2n + 2

= θ
2n + 1/2

n + 1
= θ − θ

1
2n + 2

. (11.70)

Ändääs θ̂–iïn xazaïlt n´:

bias(θ̂) = E(θ̂)− θ = −θ
1

2n + 2
.

Iïmd θ̂ ünälält xazaïlttaï bolowq x¶zgaartaa xazaïltgüï ünälält bolno.
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w) θ̂–iïn dispersiïg ol³ë.

E(θ̂2) =

∞∫

−∞
z2f(z)dz = 2nθ−n

θ∫

θ/2

z2(2z − θ)n−1dz

(t = 2z − θ orluulga xiïwäl)

=
1
4
nθ−n

θ∫

0

(t + θ)2tn−1dt

=
1
4
nθ−n




θ∫

0

tn+1dt + 2θ

θ∫

0

tndt + θ2

θ∫

0

tn−1dt




=
1
4
θ2

(
n

n + 2
+

2n

n + 1
+ 1

)
= θ2 4n2 + 8n + 2

4(n + 1)(n + 2)
,

V(θ̂) = E(θ̂2)− (Eθ̂)2 = θ2

(
4n2 + 8n + 2

4(n + 1)(n + 2)
− (2n + 1)2

4(n + 1)2

)

= θ2 n

4(n + 1)2(n + 2)
.

Süülqiïn täncätgälääs, V(θ̂) x¶zgaartaa θ2/(4n2)–taï täncüü bolox n´ xaragdaj
baïna.
Bodlogo 11.7. y = Xβ + u, u ∼ N(0, σ2In) ²ugaman zagwar ögögdöw. Tägwäl

LM = n(ESSR − ESSUR)/ESSR, LR = n ln(ESSR/ESSUR)

W = n(ESSR − ESSUR)/ESSUR

boloxyg üzüül. Mön LM ≤ LR ≤ W täncätgäl bi² bieläxiïg xaruul.
Bodolt. Änä bodlogond Büläg 11–t üzüülsän ür dün bolon tämdäglääg a²iglana.
Zaaglalgüï bolon zaaglaltaï regressiïn β̂, β̃ koäfficientuudyn ünälältiïn tus-
lamjtaï olson regressiïn üldägdlüüdiïg daraax baïdlaar tämdäläsän:

û = y −Xβ̂, ũ = y −Xβ̃.

Üldägdlüüdiïn kwadratyn niïlbär bolon aldaany dispersiïn xamgiïn ix ünäniï
xuw´ büxiï ünälält:

ESSUR = û′û, ESSR = ũ′ũ, σ̂2 = û′û/n, σ̃2 = ũ′ũ/n.

Ω = σ2I tul β̂, β̃ n´ σ2–aas ül xamaarna:

β̂ = (X′X)−1X′y, β̃ = β̂ − (X′X)−1R′P−1(Rβ̂ − r).

Üünd, P = R(X′X)−1R′, koäfficientuudyn zaaglal Rβ = r xälbärtäï.
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(11.32), (11.40)–öös

ln L(β̂, σ̂2) = constant− (n/2) ln σ̂2,

ln L(β̃, σ̃2) = constant− (n/2) ln σ̃2.

(11.48)–aas:
ũ′ũ− û′û = (β̂ − β̃)′X′X(β̂ − β̃).

Mön
β̂ − β̃ = (X′X)−1R′P−1(Rβ̂ − r)

uqraas
(Rβ̂ − r)′(R(X′X)−1

R′)−1(Rβ̂ − r) = ũ′ũ− û′û.

X′ũ = R′P−1(Rβ̂−r) tul X′ũ–iïn züün talaas (X′X)−1/2–äär ürjüülj, tüüniï
skal¶r kwadratyg bodwol:

(Rβ̂ − r)′(R(X′X)−1
R′)−1(Rβ̂ − r) = ũ′X(X′X)−1X′′ũ.

Iïmd bidniï olox gurwan statistikiïn tom³ëo (11.52)–(12.54) todorxoïloltoos
mördön garna.

x = σ̃2/σ̂2 gäwäl:

W = n
ũ′ũ− û′û

û′û
= n(x− 1),

LM = n
ũ′ũ− û′û

ũ′ũ
= n

(
1− 1

x

)
,

LR = n ln
ũ′ũ
û′û

= n lnx.

Ädgäär tämdäglääniï xuw´d LM ≤ LR ≤ W täncätgäl bi² daraax xälbärtäï
bolno:

1− 1
x
≤ ln x ≤ x− 1.

Änä nöxcöl x > 0 baïx büx x–iïn xuw´d bieläx n´ ilärxiï.





Büläg 12

Xugacaany cuwaa

Ädiïn zasgiïn ixänx bodlogo lagtaï (xugacaany ömnöx ag²in dax´ utga n´ nölööl-
dög) xuw´sagqdyg aguulsan baïdag. Ji²äälbäl t–r jild üïldwärläsän bütäägdä-
xüüniï xämjää tuxaïn jiliïn xöröngö oruulalt bolon ömnöx jilüüdiïn xöröngö
oruulaltaas xamaardag baïna:

Yt = α + β0It + β1It−1 + ... + βkIt−k.

Ändogen xuw´sagq n´ xugacaany xocroltooroo äkzogen xuw´sagqiïn öörqlöltönd
nölööldög zagwaruud baïnga taaralddag. Iïm toxioldold, zagwart äkzogen µmuu
äswäl ändogen xuw´sagqiïn lagtaï utguud, äswäl ädgääriïg nägän zäräg a²iglaj
bolno. Statistik zagwarqlald 2 toxioldlyg ¶lgaj üzäx n´ tustaï baïdag.
Tuxaïlbal

yt = β1 + β2xt + β3xt−1 + εt (12.1)

yt = β1 + β2xt + β3yt−1 + εt (12.2)

gäsän 2 zagwar xoëulaa lagtaï xuw´sagqdyg aguulsan baïgaa q parametrüüdiïn
statistik ünälältiïn üüdnääs xoorondoo ärs ¶lgaataï. Ünäxäär (12.1) zagwart
regressoruud aldaataï korrel¶cgüï ( änd äkzogen xuw´sagqid xt–g sanamsargüï
bi² gäj üznä ). Iïmd (12.1) regressiïg xamgiïn baga kwadratyn argaar ünälj
bolno. Xarin (12.2) zagwart yt−1 n´ öörtöö εt−1–iïg aguulax uqir aldaany wektor
ε n´ regressoruudyn matric X–täï korrel¶ctaï baïna. Änä toxioldold XBK-
ünälält erönxiïdöö xazaïlttaï garna.

(12.1) täg²itgäl n´ lag tarxsan (distributed lags) DL(1) zagwaryn ji²ää µm.
Xaaltand baïgaa too zagwaryn xamgiïn ix lagiïg ilärxiïlnä. (12.2) tägi²itgäl
lag tarxsan, awtoregressiïn ADL(1, 0) zagwar µm. Xaaltand buï too n´ ändogen
bolon äkzogen xuw´sagqdyn xamgiïn ix laguudyg ilärxiïlnä.

Äkzogen xuw´sagq x–iïn nägj öörqlöltönd xargalzax y xuw´sagqiïn utgyg awq
üz´e. Xoër zagwaryn xuw´d änä utga näg möqlögt (short run) xoëulaa β2–toï täncüü.
Xarin (12.1) zagwart niïlbär nölöö n´ (long run) β2 + β3, (12.2) zagwart β2 +
β2β3 + β2β

2
3 + ... xämjäätäï baïna. Ünän xäräg däärää, xäräw yt−1 n´ β2 nägjäär

öörqlögdwöl yt n´ β2β3 nägjäär öörqlögdönö gäx mät ürgäljläx µm. Xäräw |β3| < 1
nöxcöl bieläx bol däärx cuwaa β2/(1 − β3)–ruu niïlnä. Iïmd |β3| < 1 nöxcöl n´
togtwortoï baïx nöxcöl bolox bögööd awtoregressiïn gi²üüdtäï büx zagwaruudad
¶mar näg xälbäräär taaraldana.
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�iljüüläx operator. Xugacaany lagtaï xuw´sagqdyg aguulsan zagwaruudad
analitik bodolt xiïxäd Lxt = xt−1 xälbäriïn ²iljüüläx operator (lag operator)
a²iglax n´ toxiromjtoï baïdag. Ji²ää n´ (12.1) ba (12.2) zagwaryn örgötgöl
bolox daraax ADL(p, q) zagwaryg

yt − α1yt−1 − ...− αpyt−p = δ + β0xt + β1xt−1 + ... + βqxt−q + εt; t = 1, ..., n, (12.3)

²iljüüläx operatoryn tuslamjtaï biqwäl:

A(L)yt = δ + B(L)xt + εt; t = 1, ..., n. (12.4)

Üünd, A(L), B(L) n´ ²iljüüläx operatoroos xamaarsan olon gi²üünt:

A(L) = 1− α1L− ...− αpL
p,

B(L) = β0 + β1L + ... + βqL
q.

12.1 Lag tarxsan zagwaruud
(12.4) täg²itgäliïg awtoregressiïn gi²üüngüï biqwäl daraax xälbärtäï bolox ba

yt = δ + β0xt + β1xt−1 + ... + βqxt−q + εt, t = 1, ..., n (12.5)

iïm zagwaryg lag tarxsan zagwar gäj närlänä. Ömnö dur´dsanqlan, ül xamaarax
xuw´sagqdyn nägj öörqlöltönd xargalzax niïlbär nölöö β = β0 + β1... + βq–täï
täncüü. Tuxaïlsan s lagiïn nölöö n´ ws = βs/β,

q∑
s=0

ws = 1 baïna. Büxäl
argumenttaï funkc ws–iïg lagiïn tarxalt gänä. x–iïn öörqlöltönd üzüüläx y–

iïn xariu üïldliïn xurdyg xämjixiïn tuld
q∑

s=0
sws–täï täncüü dundaj lag gäsän

oïlgolt oruulj bolno. Dundaj lagiïn baga utga n´ x–iïn öörqlöltönd üzüüläx
y–iïn xurdan reakcad xargalzax ba ix utga n´ y–iïn udaawtar reakcad xargalzana.

12.1.1 Ünäläx
x sanamsargüï bi², εt aldaanuud xamaaralgüï bögööd täg dundaj, σ2 dispers
büxiï ijil tarxalttaï: εt ∼ iid(0, σ2) (independent identically distributed) bol
(12.5) zagwar songodog ²ugaman regressiïn nöxclüüdiïg xangax bolowq praktikt
tüüniïg ünäläxäd xündräl uqirdag. Uqir n´, nägdügäärt: bodlogyn aguulga ësoor,
xugacaany ixääxän xocroltyn nölöögöör koäfficientuudyn too q + 2 n´ xät ix
baïj bolox µm; xoërdugaart: xt cuwaany zarim bütciïn xuw´d tuxaïlbal awtokor-
rel¶ctaï äswäl ulirlyn nölöötäï üed X′X matric barag böxöxöd xürgäx tul
mul´tikollinear ²injtäï toxioldol bolox µm.

Ädgäär xündrälääs angijraxyn tuld lagiïn tarxalt ws–iïn xälbäriïg “göl-
gör” gäe. Änä toxioldold ünäläx parametriïn too cöörnö. Iïm törliïn nilääd
örgön dälgärsän zagwar bolox olon gi²üünt lagtaï (Almony (Almon) arga) bolon,
geometr lag (Koïkiïn (Koyck) zagwar) büxiï 2 zagwaryg awq üz´e.
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12.1.2 Olon gi²üünt lagtaï zagwar
Änä zagwart βi–iïn i–ääs xamaarax xamaaral r zärgiïn olon gi²üünt döxöltöör
ilärxiïlägdänä.

βi = γ0 + γ1i + ... + γri
r, r ≤ q. (12.6)

(12.5)–d (12.6) orluulga xiïsniï daraa zöwxön (r+2) ül mädägdäx parametriïg
aguulsan daraax xälbäriïn zagwar üüsnä.

yt = δ + γ0x̃0t + ... + γrx̃rt + εt, t = 1, ..., n. (12.7)

Üünd, x̃0, ..., x̃r xuw´sagqid n´ xt, ..., xt−q xuw´sagqdyn ²ugaman äwlüüläg.
(12.6) olon gi²üüntiïn ärämbä r–iïg xärxän todorxoïlox wä?. (12.7) zagwaryn

ilärxiïläx qadwaryg (adekwatnost´) ²algaxyn tuld daraax F testiïg a²iglana:

F =
(ESSR − ESSUR)/(q − r)

ESSUR/(n− q − 2)

(änd, (12.5) –zaaglalgüï regress, (12.7) –zaaglaltaï regress). Änä toxioldold F–
iïn utga xangalttaï baga bol (F -statistikiïn kritik utgaas baga) olon gi²üünt
lagtaï zagwar adekwat (ilärxiïläx qadwartaï) baïna.

12.1.3 Geometr lagtaï zagwar
Änä zagwart, q xugacaany daraa x xuw´sagqiïn nölöö arilaxgüï, xugacaany alxam
bürd nägän ijil xuwiar tögsgölgüï buurna gäj üznä. Iïm zagwaryn ji²ääg änä
bülgiïn äxänd awq üzsän bilää. Zagwar daraax xälbärtäï baïna.

yt = δ + βxt + βλxt−1 + βλ2xt−2 + ... + εt, t = 1, ..., n. (12.8)

λ, (0 < λ < 1) parametr n´ reakciïn xurdny urwuu xamaaraltaï xolbootoï bögööd
λ = 0 n´ x–iïn öörqlöltönd üzüüläx y–iïn ag²in zuuryn güïcäd reakciïg ilär-
xiïlnä. Urt xugacaany niïlbär nölöö n´

∞∑
k=0

βλk = β/(1 − λ) bolno. Lagiïn

tarxalt n´ ws = (1− λ)λs xälbärtäï baïna.
(12.8) zagwar δ, β, λ gäsän zöwxön gurwan parametr aguulax bolowq ²ugaman

bi² zagwar uqraas tüüniïg ünäläxäd nilääd xündrältäï. Iïmd ug zagwaryn para-
metrüüdiïg ünäläxdää Xildred-Lu–giïnxtaï töstäï äwristik proceduryg a²ig-
laj bolno. Iïm proceduryn ündsän sanaa n´ (0, 1) interwalaas λ–iïn utgyg
¶mar näg alxamtaïgaar songon awq alxam büriïn xuw´d (12.8) täg²itgäliïn XBK-
ünälältiïg olno. Daraa n´ regressiïn üldägdlüüdiïn kwadratyn niïlbär xam-
giïn baga baïx λ–g songon awna.

Ünälältiïn öör näg arga n´: (12.8) täg²itgälääs, xugacaany xuw´d näg alxam
uxraasan (12.8) täg²itgäliïg λ–aar ürjüülj xasna:

yt − λyt−1 = δ(1− λ) + βxt + ut, t = 1, ..., n

buµu
yt = δ(1− λ) + λyt−1 + βxt + ut, t = 1, ..., n. (12.9)
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Üünd, ut = εt − λεt−1. (12.9) täg²itgäl xugacaany xocrolttoï (lagtaï) ändo-
gen xuw´sagqiïg aguulax bolowq aldaa n´ sogodog ²ugaman regressiïn nöxcöliïg
ül xangana. Iïm uqraas täg²itgäliïn koäfficientuudyn XBK-ünälältüüd zox-
imjtoï bi². Zoximjtoï ünälält gargan awaxyn tuld tuxaïlbal, yt−1–iïn xuw´d
xt−1–iïg xärägsäl xuw´sagq bolgon awq xärägsäl xuw´sagqiïn argyg µmuu äswäl
xamgiïn ix ünäniï xuw´ büxiï argyg a²iglaj bolno.

12.2 Dinamik zagwaruud
Xugacaany xocrolttoï ändogen xuw´sagqdyg baruun taldaa aguulsan dinamik zag-
waryn onclogiïg x¶lbar ji²ään däär awq üz´e:

yt = β1 + β2xt + β3yt−1 + εt, t = 1, ..., n.

(12.4) täg²itgäliïn tämdäglägääg a²iglan biqwäl

A(L)yt = β1 + B(L)xt + εt, t = 1, ..., n, (12.10)

Üünd, A(L) = 1 − β3L, B(L) = β2. X¶lbar toxioldloos äxäl³e. B(L) ≡ β2 ≡ 0
(β3-yn indeksiïg orx³ë):

yt = βyt−1 + εt, εt ∼ iid(0, σ2), t = 1, ..., n (12.11)

Iïm processyg I ärämbiïn awtoregressiïn process gäj närlääd AR(1) gäj tämdäg-
länä. Büläg 6–t regressiïn aldaany xuw´d üüntäï töstäï zagwar awq üzsän bilää.
Ur´dyn adil |β| < 1 gäj üzwäl

yt =
∞∑

s=0

βsεt−s, E(yt) = 0; V(yt) = σ2/(1− β2). (12.12)

β parametriïn XBK-ünälält n´:

β̂ =
∑

ytyt−1/
∑

y2
s−1 = β +

∑(
yt−1/

∑
y2

s−1

)
εt. (12.13)

Büx t < n xuw´d εt ba
∑

ytyt−1/
∑

y2
s−1 n´ xamaaraltaï uqraas (12.13) ünälält

erönxiï toxioldold xazaïlttaï baïna. Gäwq, xäräw |β| < 1 bögööd εt aldaany
tarxaltyn ²aardlagataï momentuud or²in baïwal (12.13) ünälält zoximjtoï ba
x¶zgaartaa xäwiïn tarxalttaï boloxyg xaruulj bolno:

√
n(β̂ − β) d−→ N(0, 1− β2) (12.14)

Iïmääs awtoregressiïn gi²üün büxiï täg²itgäliïg XBK argaar ünälj bolox n´
xaragdaj baïna. Änd 2 nöxcöl quxal ²aardlagataï.

1) Togtworjilt. (12.11) täg²itgäliïn xuw´d änä n´ |β| < 1 nöxcöl bögööd
parametriïn utguud kritik mujiïn xilääs ¶mar näg zaïd or²in baïwal ilüü
saïn gädgiïg ilärxiïlnä.

2) εt aldaanuud awtokorrel¶cgüï baïx ¶wdal.
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12.2.1 Aldaanuud n´ awtokorrel¶ctaï baïx awtoregressiïn
zagwar

(12.11) zagwart awtokorrel¶ciïn aldaag nämj toocwol:

yt = βyt−1 + ut, t = 1, ..., n,
ut = ρut−1 + εt, εt ∼ iid(0, σ2)

(12.15)

Änä toxioldold öör nöxcöl baïdal üüsnä. Uqir n´, yt−1 ba ut n´ xoëulaa ut−1–ääs
xamaarax tul xoorondoo korrel¶c xamaaraltaï. Togtwortoï baïx |β| < 1, |ρ| < 1
nöxcöl bieläx üed β parametriïn XBK-ünälält (12.13)–yn magadlalaaraa niïläx
x¶zgaaryg olj bolno:

p lim β̂ =
β − ρ

1 + βρ
6= β. (12.16)

Iïnxüü aldaa n´ awtokorrel¶ctaï bögööd awtoregressiïn gi²üün aguulsan zag-
wart regressiïn koefficientuudyn XBK-ünälält zoximjtoï bi² garq baïna.
Bür caa²ilbal, XBK argyn üldägdlüüdääs gargan awsan ρ̂ ünälältiïg zoximj-
toï bi² gäj xaruulj bolno.

p lim ρ̂ =
βρ(β + ρ)

1 + βρ
6= ρ. (12.17)

(12.15) zagwaryn xuw´d zoximjtoï ünälält baïguulax arga baïxgüï gädgiïg tämdäg-
läe. Ünän xäräg däärää, täg²itgäliïg xugacaany näg xocrolttoïgoor biqij ρ–oor
ürjüülän anxny täg²itgälääs xaswal daraax täg²itgäl üüsnä.

yt = (β + ρ)yt−1 − βρyt−2 + εt, t = 1, ..., n. (12.18)

Ööröör xälbäl β, ρ parametrüüd ül ¶lgagdana. ((β, ρ) = (0.1, 0.2) äswäl (β, ρ) =
(0.2, 0.1) üed näg ijil (12.15) täg²itgäl üüsnä) Iïmd täg²itgäl ül adilsax baïna.

Xärägsäl xuw´sagqiïn argaar ünäläx. Büläg 9–t, regressoruud n´ aldaataïgaa
korrel¶ctaï üed xärägsäl xuw´sagq a²iglaj baïsny adilaar, aldaa n´ awtokor-
rel¶ctaï bögööd awtoregressyn gi²üün aguulsan zagwaryg ünäläxäd änä argyg
xärägläj bolno. Tuxaïlbal, daraax zagwaryg aw³¶.

yt = β1 + β2xt + β3yt−1 + ut, t = 1, ..., n,

ut = ρut−1 + εt, εt ∼ iid(0, σ2). (12.19)

Üünd, x-äkzogen xuw´sagq, yt−1 n´ xt−1–täï korrel¶c xamaaraltaï. Iïm uqraas xt–
g yt−1–iïn xuw´d xärägsäl xuw´sagqaar songon awq bolno. Xärägsäl xuw´sagqiïn
argaar olson ünälält zoximjtoï baïna. Xarin aldaanuud awtokorrel¶ctaï uqir
koäfficientuudyn ünälältiïn dispersiïn ünälält zoximjtoï bi² µm.

Xamgiïn ix ünäniï xuw´ büxiï argaar ünäläx. X¶lbar xuwirgalt xiïx zamaar
(12.19) zagwaryg daraax xälbärt biq´e.

yt = β1(1− ρ) + β2xt − β2ρxt−1 + (β3 + ρ)yt−1 − β3ρyt−2 + εt. (12.20)

Aldaanuud korrel¶c xamaaralgüï uqraas (12.20) täg²itgäliïn koefficientu-
udyg xamgiïn ix ünäniï xuw´ büxiï argaar ünälj bolno.
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Sanamj 12.2.1. Ögögdsön toxioldold xamgiïn baga kwadratyn ²ugaman bus arga
n´ daraax funkciïg β1, β2, β3, ρ parametrüüdäär n´ minimal´qlaxad xürgädäg

∑
[yt − β1(1− ρ)− β2xt + β2ρxt−1 − (β3 + ρ)yt−1 + β3ρyy−2]2 (12.21)

Xamgiïn baga kwadratyn ²ugaman bus arga n´ xamgiïn ix ünäniï xuw´ büxiï
argyn döxölt bögööd y–iïn anxny utgaar onowqlol xiïdäggüïgäärää ¶lgaataï µm.

Iïmd, awtoregrssiïn gi²üün büxiï zagwaryg ünäläxiïn ömnö aldaanuud n´
awtokorrel¶ctaï äsäxiïg ²algax ²aardlagataï n´ xaragdaj baïna.

Aldaanuud awtokorrel¶ctaï äsäxiïg ²algax. �uny ömnö, § 6.2–t awq üzsän
Darbin-Uotsony (DW) testiïg änä toxioldold xärägläj boloxgüïg tämdägläe.
Lag büxiï ändogen xuw´sagqid aguulsan toxioldold DW testiïn ür dün “aldaa
awtokorrel¶cgüï” gäsän taamaglalyn tald gardag. Xarin änä toxioldold Lag-
ranjiïn ürjigdäxüüniï (LM) testiïg xärägläj bolno. Tüünqlän komp´µter-
iïn olon törliïn programmuudad xärägjsän Darbiny h–testiïg a²iglaj bolno.
Änä testiïg zöwxön I ärämbiïn korrel¶ctaï toxioldold xärägläj boldgooroo LM
testääs ¶lgaataï. (12.19) täg²itgäliïn xuw´d h statistikiïn utga daraax xäl-
bärtäï baïna.

h =
(

1− 1
2
DW

) √
n

1− nV̂(β̂3)
, (12.22)

Üünd, DW– Darbin-Uotsony statistikiïn utga, β̂3 anxny (12.19) täg²itgäld
XBKA xäräglän gargan awsan, yt−1–iïn ömnöx koäfficientiïn ünälält. Xäräw
“aldaa I ärämbiïn awtokorrel¶cgüï” gäsän H0 taamaglal ünän bol h statistik
x¶zgaartaa standart normal tarxalttaï baïna. Xäräw h > 1.645 bol H0 taa-
maglal 5 %–iïn itgäx tüw²ind n¶caagdaj “ aldaa äeräg awtokorrel¶ctaï ” gäsän
taamaglal zöw²öörögdönö.

nV̂(β̂3) > 1 üed Darbin-Uotsony test ajillaxgüï. Daraax procedur, x¶z-
gaartaa h-testtäï äkwiwalent boloxyg Darbin üzüülsän: 1) (12.19) täg²itgäliïg
xamgiïn baga kwadratyn argaar ünälj et üldägdliïg olno. 2) et−1, yt−1, xt regres-
soruudyn tuslamjtaï tuslax regress zoxioj et–g ünälnä. 3) Tuslax regressiïn
“et−1–iïn ömnöx koäffifient nölöötäï ” baïx tuxaï H0 taamaglalyg erdiïn t
testiïn tuslajtaï ²algana.

12.2.2 Xugacaany xocrolttoï (lagtaï) xuw´sagqdyg aguulsan
zarim ji²ää

Änä xäsägt daraax ADL(1,1) zagwaryn tuxaïn toxioldluudyg awq üznä.

yt = β1 + β2xt + β3xt−1 + β4yt−1 + εt, t = 1, ..., n. (12.23)

Tuxaïlan zoxicox zagwar. Tuxaïlan zoxicox (partial adjustment) zagwart y xuw´-
sagqiïn (onowqtoï, äswäl zorilgyn) xüsäj buï utgyg daraax täg²itgäläär todor-
xoïlogdono gäj üzdäg:

y∗t = α + βxt + εt, εt ∼ iid(0, σ2), t = 1, ..., n. (12.24)
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y xuw´sagqiïn ajiglagdaj baïgaa utga xüsq buï utgand ag²in zuurt xürälgüï
xarin xüssän qigläld δ xuwiar öörqlögdönö:

(yt − yt−1) = δ(y∗t − yt−1) (12.25)

Ji²äälbäl, (12.24) n´ borluulaltyn tüw²in xt–ääs xamaarax nööciïn onowq-
toï xämjää y∗t –g todorxoïldog baïg. (12.25) täg²itgäliïg daraax xälbärt biqij
bolno.

yt = δy∗t + (1 + δ)yt−1.

ööröör xälbäl nööciïn xämjää n´ nööciïn onowqtoï xämjää ba ömnöx üeiïn nöö-
ciïn xämjääniï jignäsän dundajtaï täncüü. (12.25) täg²itgäliïg (12.24) täg²it-
gäld orluulbal

yt = δα + δβxt + (1− δ)yt−1 + δεt, t = 1, ..., n. (12.26)

Aldaanuud korrel¶c xamaaralgüï tul (12.26) täg²itgäliïn δα, δβ bolon 1 − δ
parametrüüdiïn zoximjtoï ünälältiïg XBK argaar gargan awq bolno. (12.26)
zagwar n´ (12.23) zagwart β3 = 0 gäsän zaaglal nämäx zamaar garna.

Toxirox xüläältiïn zagwar. xt xuw´sagqiïn xüläägdäj buï iräädüïn utgyg
(t ag²in dax´) x∗t+1 gäj tämdägläe. yt xämjigdäxüün änä xüläägdäj buï utgaar
todorxoïlogddog gäe.

yt = α + βx∗t+1 + εt, t = 1, ..., n. (12.27)

Toxirox xüläältiïn (adaptive expectation) taamaglald, xüläägdäj buï utguud n´
ajiglagdsan utga ba x xuw´sagqiïn ömnöx alxam dax´ prognozyn utgyn ¶lgawaraas
todorxoï proporcoor nämägdäj toocogddog gäj üzdäg.

x∗t+1 = x∗t + (1− λ)(xt − x∗t ), 0 ≤ λ ≤ 1 (12.28)

Iïm törliïn zagwar tuxaïlbal, daraax toxioldold üüsnä. Püüs, xugacaany daraa-
giïn alxamd zaragdax bütäägdäxüüniï ünä xt+1–iïg mädsnäär t alxamd üïldwärläx
bütäägdäxüüniï xämjää yt–iïn tuxaï ²iïdwär gargax gäj baïgaa gäe. Xarin t möq
dax´ xt+1 ünä mädägdäxgüï tul xüläägdäj buï utga x∗t+1 däär tulguurlan ²iïd-
wär gargana. Toxirox xüläältiïn taamaglal (12.28)–yg daraax xärbärtäï biqij
bolno.

x∗t+1 = λx∗t + (1− λ)xt,

ööröör xälbäl xüläägdäj buï ünä x∗t+1 n´ ömnöx möqid xüläägdäj baïsan ünä x∗t ba
ajiglagdsan ünä xt–iïn jignäsän dundaj bolj baïna.

(12.28) tom³ëogoor iterac xiïj ür düng (12.27)–d orluulbal

yt = α + β(1− α)(xt + λxt−1 + λ2xt−2 + ...) + εt, t = 1, ..., n. (12.29)

Änä täg²itgäl geometr lagtaï zagwar bolox (12.8)–taï dawxcana. Xäräw (12.23)–d
β3 = 0 taw´j, aldaany awtokorrel¶c oruulbal änä täg²itgäliïg (12.9) xälbärt
²iljüülj bolno.
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Aldaa zasax zagwar. (12.23) zagwar (y∗, x∗) gäsän stacionar tölöwtäï gäe (mädääj
togtwortoï baïx |β3| < 1 nöxcöl bieläx ëstoï). (12.23)–yg stacionar tölöwt
biqwäl

(1− β4)y∗ = β1 + (β2 + β3)x∗

äswäl
y∗ =

β1

1− β4
+

β2 + β3

1− β4
x∗. (12.30)

(12.23) täg²itgäld yt = yt−1+4yt, xt = xt−1+4xt tom³ëogoor xuw´sagqiïg sol´ë.

4yt = β24xt − (1− β4)
(

yt−1 − β1

1− β4
− β2 + β3

1− β4

)
+ εt. (12.31)

(12.31) täg²itgäliïg aldaa zasax zagwar (error correction) gänä . Tuxaïn alxam
dax´ y–iïn öörqlölt xoër xäsgääs bürdäj baïna. Äxniïx n´ tuxaïn möq dax´
x–iïn öörqlölttäï proporcional, xoër dax´ n´ ömnöx alxam dax´ täncwäriïn
baïdlaasaa xazaïx y–iïn xazaïltyn tuxaïlsan zaswar µm.

(12.31) täg²itgäliïn koäfficientuudyg XBK argaar ünälj bolno. Ünälältiïn
ür dün (12.23) täg²itgäl dax´ ädgäär parametrüüdiïn ünälälttäï bürän niïcnä.
Uqir n´ täg²itgälüüd näg n´ nögöögöösöö ül böxöx ²ugaman xuwirgaltaar garna.

12.2.3 �altgaan-ür dagawaryn xamaarlyn Granjeriïn test
Ädiïn zasagt xuw´sagq xoorondyn ²altgaan-ür dagawaryn xolboony tuxaï asuu-
dal baïnga tawigddag. Tuxaïlbal, möngöniï mass nämägdäx n´ infl¶ciïg nämäg-
düüläx üü? gäx mät.

Granjeriïn (Granger, 1969) däw²üülsän testiïn sanaa ma² ängiïn: “xäräw
x n´ y–t nölööldög bol x–iïn öörqlölt y–iïn öörqlöltöös türüülj ¶wagdana,
xarin urwuu n´ bieläxgüï”. Ööröör xälbäl, daraax 2 nöxcöl bielänä. Nägdügäärt:
y–iïn prognozod x xuw´ nämär oruulax ëstoï, xoërdugaart: x–iïn prognozod y
n´ mädägdäxüïc xuw´ nämär oruulax ësgüï. Xäräw änä 2 xuw´sagq tus bür öör
xuw´sagqiïn prognozod mädägdäxüïc xuw´ nämär oruulj baïwal änä xoërt nölöölöx
gurawdagq xuw´sagq z or²in baïna.

“x n´ y–t ül nölöölnö” gäsän täg taamaglalyg ²algaxyn tuld y xuw´sagqiïg
x ba y–iïn xugacaany xocrolttoï (lagtaï) xuw´sagquudaas xamaaruulan regress
zoxioj ünälnä:

yt = α0 +
m∑

j=1

αjyt−j +
m∑

j=1

βjxt−j + εt (12.32)

“x n´ y–t ül nölöölnö” gäsän taamaglal änä zagwaryn xäl däär H0 : β1 = β2 = · · · =
βm = 0 xälbärtäï bolno. Änä taamaglalyg ²algaxdaa erdiïn F -test a²iglana
(Büläg 3).

“y n´ x–d ül nölöölnö” gäsän taamaglal (12.32) täg²itgäld x, y–iïn üürgiïg
solix zamaar däärxiïn adil ²algagdana.

“x n´ y–d nölöölnö” gäsän dügnältänd xüräxiïn tuld “x n´ y–d ül nölöölnö”
gäsän taamaglal n¶caagdsan, xarin “y n´ x–d ül nölöölnö” gäsän taamaglal xülään
zöw²öörögdsön baïx ëstoï.
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“x n´ y–d nölöölnö” gädäg n´ x ba y xuw´sagqdyn xoorond ²altgaan-ür da-
gawaryn xolboo baïgaag ilärxiïläxgüï, xarin ömnö n´ a²iglagdsan x–iïn utga
daraa n´ ilärsän y–iïn utgyg taïlbarlana gädgiïg ilärxiïlnä. Ööröör xälbäl,
²altgaan-ür dagawaryn xolboo baïx bolomjiïg ilärxiïlnä. Xäräw “x n´ y–d ül
nölöölnö” taamaglal n¶caagdwal x n´ y–iïn ²altgaan boloxgüï gädgiïg ilär-
xiïlnä.

Däär tom³ëolson testiïg ²altgaan-ür dagawaryn xamaarlyn tuxaï Granje-
riïn test (Granger causality test) gänä. Erönxiï toxioldold m–iïg xärxän songon
awax n´ testiïn ür dünd nölöölnö. m–iïn ¶nz büriïn utgand xäd xädän udaa
testiïg xiïj üzsänäär testiïn ür dün m–iïn songoltoos xir zäräg mädrämtgiï
bolox n´ taïlbarlagdana. (12.32) zagwart xäräw, aldaa awtokorrel¶ctaï gäj üzäx
ündäsläl baïwal H0 taamaglalyg ²algaxdaa Lagranjiïn ürjigdäxüüniï testiïg
a²iglaxyg zöwlöj baïna.

12.3 Nägj ¶zguuruud ba kointegrac
Bid odoog xürtäl xugacaany cuwaany togtwortoï baïx tuxaï awq üzsän bilää.
Xarin odoo stacionar qanaryn tuxaï oïlgolttoï nilään günzgiï tanilc´¶.

Stacionar qanar. m udaagyn ajiglaltyn utguud yt1 , yt2 , ..., ytm–iïn xamtyn
tarxalt xugacaany ²iljiltääs ül xamaarq baïwal (ööröör xälbäl, m, t, t1, ..., tm–
iïn xuw´d xamtyn tarxalt n´ yt1+t, yt2+t, ..., ytm+t–tarxalttaï dawxcaj baïwal )
yt cuwaag ärs stacionar (strictly stationary) buµu äswäl ¶wcuu utgaar stacionar
gäj närlänä. Bidänd tarxalt büxäldää bi² kowariac bolon dundaj utguud n´
sonirxoltoï. Iïm uqraas yt–iïn dundaj utga, dispers, kowariac n´ xugacaanaas
ül xamaarax toxioldol bolox sul stacionar (weak stationarity) buµu örgön utgaar
stacionar gäsän oïlgoltyg baïnga a²igladag:

E(yt) = µ < ∞, V(yt) = γ0, Cov(yt, yt−k) = γk. (12.33)

Tarxaltyn I ba II ärämbiïn momentuud n´ tögsgölög toxioldold ärs stacionar
nöxclöös sul stacionar nöxcöl mördön garna. Bid caa²id stacionar gädgiïn
dor sul stacionar baïx nöxcliïg oïlgono.

�uny ömnö awtokorrel¶ciïn funkc ACF gäsän oïlgolt oruul³¶

ρk =
Cov(yt, yt−k)

V(yt)
=

γk

γ0
. (12.34)

Üünd, ρ0 = 1, |ρk| ≤ 1 gäj üznä. ACF n´ xugacaany cuwaany zagwaryn adilsax
bodlogond quxal üüräg güïcätgänä.

Xugacaany cuwaany xamgiïn x¶lbar ²ijää bolgoj ül xamaarax, ijil tar-
xalttaï ajiglaltyn cuwaa awq üz´e

yt = εt, εt ∼ iid(0, σ2), t = 1, ..., n. (12.35)

Änä processyg cagaan ²uugian (white noise) gäj närläx bögööd tüüniï xuw´d
µ = 0, γ0 = σ2, γk = 0, k > 0 baïna.

Öör näg ji²ää n´ AR(1) process µm:

yt = m + φyt−1 + εt, εt ∼ iid(0, σ2), t = 1, ..., n. (12.36)
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Änd |φ| < 1 gäj üznä. Änä processiïg Büläg 6–d awq üzsän bilää. (12.36) täg²it-
gäliïg ²iljüüläx operator a²iglan biqwäl:

(1− φL)yt = m + εt, (12.37)

äswäl

yt = (1− φL)−1(m + εt) = (1 + φL + φ2L2 + ...)(m + εt) =

= (1 + φ + φ2 + · · · )m + εt + φεt−1 + φ2εt−2 + · · · . (12.38)

|φ| < 1 gäj üzäj buï uqraas (12.38)–aas

E(yt) =
m

1− φ
= µ. (12.39)

Ööröör xälbäl yt–iïn dundaj, xugacaanaas ül xamaarna. φ–iïn mön tiïm nöx-
cliïn üed

V(yt) = γ = σ2
y =

σ2

1− φ2
. (12.40)

Üüniï adilaar
Cov(yt, yt−k) = γk = φkσ2

y =
φkσ2

1− φ2
. (12.41)

Iïmääs AR(1) process n´ |φ| < 1 nöxcöld stacionar baïx ba tüüniï awtokorrel¶-
ciïn funkc daraax xälbärtäï baïna.

ρk =
γk

γ0
= φk, k = 1, 2, . . . (12.42)

Öör näg quxal ji²ää n´:

yt = yt−1 + εt, εt ∼ iid(0, σ2), t = 1, ..., n. (12.43)

process bögööd sanamsargüï ²iljilt (random walk) gäj närlänä. Änä process φ =
1 üeiïn (12.36) täg²itgäläär ilärxiïlägdäx AR(1) processtoï tösöötäï bolowq
stacionar process AR(1)–ääs ööriïn ²inj qanaraar ärs ¶lgardag. εt ba yt−1

korrel¶c xamaaralgüï gädgiïg toocon biqwäl (12.43) ësoor:

E(yt) = E(yt−1) + 0; V(yt) = V(yt−1) + σ2. (12.44)

V(yt) 6= V(yt−1) uqraas sanamsargüï ²iljilt n´ stacionar bi² process bolox n´
todorno.

Xäräw process t = 1 momentoos äxäldäg ba E(y1) = µ, V(y1) = σ2, gäwäl t =
1, 2, . . . üed E(yt) = µ, V(yt) = σ2t bolox uqraas dispers xugacaanaas xamaaran
tögsgölgüï ösnö.

Sanamsargüï ²iljix processiïn AR(1) stacionar processoos ¶lgagdax ¶lgaa
n´ (12.43) täg²itgäld εt aldaany nölöö arildaggüïd or²ino: yt = εt + εt−1 + · · · .
Gätäl (12.36) täg²itgäld aldaany nölöö xugacaa ösöxöd arildag bilää: yt = εt +
φεt−1 + φ2εt−2 + · · · (m = 0 üed).

(12.36) xälbäriïn process |φ| > 1 üed stacionar bi² boloxyg x¶lbarxan üzüülj
bolno ( ädiïn zasgiïn bodot ji²ään däär ül taaraldana).
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12.3.1 Nägj ¶zguuruud
Täg dundaj büxiï,(12.37) xälbärt ögögdsön AR(1) process awq üz´e.

A(L)yt = (1− φL)yt = εt, εt ∼ iid(0, σ2). (12.45)

Ömnöx züïlääs (12.45) process stacionar baïx zaïl²güï nöxcöl n´ |φ| < 1 boloxyg
bid mädäx bilää. Ööröör xälbäl, A(L)−1 = (1−φL)−1 urwuu operator or²in baïna
gäsän üg.

AR(2) processiïn xuw´d

A(L)yt = (1− φ1L− φ2L
2)yt = εt, εt ∼ iid(0, σ2). (12.46)

Aliwaa olon gi²üüntiïn adil A(L) n´ kompleks toon talbar däär ürjigdäxüünd
zadarna:

A(L) = (1− φ1L− φ2L
2) = (1− λ1L)(1− λ2L). (12.47)

A(L)−1 urwuu operator or²ix zaïl²güï nöxcöl n´ (12.47)–iïn ürjigdäxüün tus
bür urwuutaï baïx ¶wdal µm. Änä n´ büx λi moduliaraa nägääs baga gäsän üg.
Änä nöxcöl n´, “A(x) olon gi²üüntiïn büx µi = 1/λi ¶zguur n´ nägj radiustaï
toïrgiïn gadna or²ino” gäj tom³ëologdono.

(12.45)–d nägj ¶zguur baïgaa n´ processiïn ²inj qanart mädägdäxüïc nölöölj
baïsnyg ömnöx züïlääs mädäx bilää.

(12.45)–d φ = 1 gädäg n´ ünän üü?, üüiïg ajiglaltyn utgaar ¶aj todorxoïlox
wä?

Üüntäï töstäï taamaglalyg ²algaxdaa t = (φ̂−φ)/sbφ gäsän St´µdentiïn tarx-
alttaï t-statistik bolon x¶zgaartaa standart xäwiïn tarxalt büxiï ²injüür
a²igladag boloxyg Büläg 3–aas mädäx bilää. Gäwq Diki, Fuller nar (D.A.Dickey,
W.A.Fuller) jinxänä utga n´ φ = 1 bol t statistik St´µdentiïn xuul´d zaxirag-
daxgüï, ajiglaltyn too ixsäxäd standart normal tarxalt ruu niïläxgüï gädgiïg
xaruulsan. φ = 1 üed t statistikiïn tarxaltyg (12.45) täg²itgäl ba tüüniï 2
xuwilbaryn xuw´d dürsäljää:

yt = b1yt−1 + ε1t, (12.48)

yt = a2 + b2yt−1 + ε2t, (12.49)

yt = a2 + b3yt−1 + +c3t + ε3t. (12.50)

(12.49) n´ sul gi²üün aguulsan toxioldold, (12.50) n´ sul gi²üünääs gadna xu-
gacaany trend aguulsan toxioldold tus tus xargalzana. Xüsnägt 12.1–d Diki-
Fulleriïn (DF) statistikiïn näg talt kritik utguudyg üzüüläw. (12.49) täg²it-
gäliïn xuw´d H0 : φ = 1 taamaglalyg H1 : φ < 1 gäsän örsöldöx taamaglalyn
nöxcöld, 100 ajiglaltyn utguudaar 5% itgäx tüw²ind ²algaj baïgaa gäe. Änä
toxioldold taamaglal ²algax standart procedur a²iglasan gäwäl t statistik-
iïn−1.66–aas baga utgand H0 taamaglalyg n¶caadag bol Xüsnägt 12.1–ääs xaraxad
t staistikiïn −2.89–öös baga utgand H0 taamaglalyg n¶caax ëstoï bolj baïna.

Iïmääs bid nägj ¶zguur baïgaa üed standart proceduryg a²iglasnaar ünän
taamaglalyg ¶magt n¶caaxad xürq baïna.
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Itgäx tüw²in Tüüwriïn xämjää
25 50 100 ∞

AR zagwar (12.48)
0.010 −2.66 −2.62 −2.60 −2.58
0.025 −2.26 −2.25 −2.24 −2.23
0.050 −1.95 −1.95 −1.95 −1.95

Sul gi²üün aguulsan AR zagwar (12.49)
0.010 −3.75 −3.58 −3.51 −3.43
0.025 −3.33 −3.22 −3.17 −3.12
0.050 −3.00 −2.93 −2.89 −2.86

Trend ba sul gi²üün aguulsan AR zagwar (12.50)
0.010 −4.38 −4.15 −4.04 −3.96
0.025 −3.95 −3.80 −3.69 −3.66
0.050 −3.60 −3.50 −3.45 −3.41

Xüsnägt 12.1:

Xäräw (12.48)–(12.50) regressiïn baruun tald δyt−1, δyy−2, ...-xälbäriïn nämäg-
däxüünüüdiïg oruulbal Xüsnägt 12.1 baïgaa kritik utguud ünän baïdag n´ sonir-
xoltoï barimt µm. Änä n´ 1–ääs dää² ärämbiïn AR zagwart nägj ¶zguur baïgaag
²algax bolomj olgoj baïgaa µm. Baruun taldaa δyt−1, δyy−2, ... öörqlöltüüdiïn
lagtaï utguudyg aguulsan täg²itgälüüdäd xargalzax testiïg Diki-Fulleriïn
örgötgösön test (augmented DF test, ADF ) gänä.

Xäräw, tuxaïlbal, (12.46) täg²itgäld nägjiïn 1 ¶zguur biï gäwäl λ1 =1, |λ2|<
1. Xarin 1 + λ2 = φ1 ba 1 · λ2 = −φ2 gädgääs φ1 + φ2 = 1, |φ2| < 1 gäj mördnö.
(12.46) täg²itgäliïg daraax xälbärtäï biqij bolno.

yt = (φ1 + φ2)yt−1 − φ2(yt−1 − yt−2) + εt, εt ∼ iid(0, σ2) (12.51)

äswäl
∆yt = (φ1 + φ2 − 1)yt−1 − φ2∆yt−1 + εt, εt ∼ iid(0, σ2) (12.52)

Iïmääs nägj ¶zguur baïgaa tuxaï taamaglalyg ²algaxdaa däär todorxoïlson
Diki-Fulleriïn proceduryn üzäl sanaagaar xärägjüülj bolno.

Xäräw AR(p) processiïn ärämbä anxnaasaa mädägdäxgüï baïsan bol aldaany bo-
lomjit awtokorrel¶ciïg zaax üüdnääs olon toony laguudyg oruulj ögöx xärägtäï.
Uqir n´ ADF testäd aldaag cagaan ²uugian gäj üzäx ba Xüsnägt 12.1 zaasan kri-
tik utguud zöwxön änä nöxcöld ünän banïa. Gäwq xätärxiï olon toony lag oruulax
n´ testiïn qadlyg buuruulna. Täg²itgäld oruulax laguudyn toog todorxoïloxyn
tuld xoïno üzäx ARMA zagwaryn ärämbiïg songox ²injüüriïg a²iglaj bolno.
Diki-Fulleriïn testiïg äkonometrikiïn orqin üeiïn büx programmuudad oruul-
san baïdgiïg tämdägläe.

12.3.2 Xuurmag regress
Ömnöx züïld, nägj ¶zguurtaï awtoregressiïn processtoï xolbootoï asuudluudyg
awq üzsän. Stacionar bi² xugacaany cuwaa orolcson regressiïn öör näg ji²ää
awq üz´e.
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Ül xamaarax, sanamsargüï 2 ²iljilt aw³¶.

xt = xt−1 + ε1t, εt ∼ iid(0, σ2
1),

yt = yt−1 + ε2t, εt ∼ iid(0, σ2
2), t = 1, ..., n (12.53)

ε1, ε2-xamaaralgüï uqraas x ba y–iïn xoorond erönxiï züïl baïxgüï. Sudlaaq , x
ba y–äär törögdöx mexanizmyg mädäxgüï bögööd daraax regressiïg ünälj baïgaa
gäe:

yt = α + βxt + εt (12.54)

Xäräw (12.54)–iïn xamaarlyn nölöög t statistikiïn tuslamjtaï ²algana gäwäl
mädägdäxgüï xamaaral baïgaa tuxaï xudal dügnält garax magadlal öndör boloxyg
imitaci zagwarqalayn arguudaar xaruuljää (Granger, Newbold, 1974). Üüniï
²altgaan n´ εt aldaa stacionar process bi² uqraas (12.54) n´ songodog regres-
siïn nöxclüüdiïg äs xangadagt or²ino. (12.54) täg²itgäliïn XBK-ünälältiïn
xuw´d asimptotlog onol n´ ärs öör boloxyg Fillips (Philips, 1986) xaruuljää.
Tuxaïlbal, t-statistik n´ x¶zgaaryn tarxaltgüï, n → ∞ üed sarnidag baïna.
Iïm uqraas tüüwriïn xämjää xiqnään ix baïx tutam xudal dügnältänd xüräx n´
töqnöön ix. Iïm baïdlyg xuurmag regress (spurious regression) gänä. Praktikt
xuurmag regressiïn ²inj tämdäg gäwäl, R2 koäfficientiïn utga öndör, Darbin-
Uotsony DW -statistikiïn utga baga garax ¶wdal µm.

Ji²ää. Xuurmag regress.
(12.53)–d xargalzax 2 büläg ajiglaltuudyg nägtgäw. Üünd, y0 = x0 = 0, σ1 =

σ2 = 1. n = 300 ajiglaltyn xuw´d zoxioson regressiïn ur düng door üzüüläw.

yt = −2.79
(−5.77)

− 0.52xt
(−21.5)

; R2 = 0.607, DW = 0.057

Xaaltand t statistikiïn utguudyg zaaw. Änä ji²äänd xädiïgäär xuurmag regress
q gäsän XBK-ünälältiïn niïtläg tölöw ajiglagdaj baïna.

12.3.3 Kointegraci
Stacionar bi² cuwaany regressiïn xuw´d aµul toxioldoj boloxyg ömnöx ji²ää
üzüülj baïna. Gäwq, üïl xäräg ürgälj naïdwargüï gäj üzäj ül bolno. Xugacaany
stacionar bi² cuwaany regressd xandax anxny xandlagyg Ängel´, Granjer (En-
gel an Granger, 1987) nar däw²üüljää.

Bidänd stacionar bi² cuwaa xt-ögögdsön baïg. Tüüniï äxniï ¶lgawaryg aw³¶:
∆xt = xt−xt−1. Xäräw ∆xt cuwaa stacionar bol xt–g integralqlagdax 1 ärämbätäï
gääd I(1) gäj tämdäglänä. Stacionar cuwaa ∆xt–g I(0) gänä. Erönxiï toxioldold,
cuwaa ööröö bolon tüüniï k xürtäl ärämbiïn ¶lgawaruud n´ stacionar bi², k
ärämbiïn ¶lgawar n´ stacionar baïwal ug cuwaag integralqlagdax k ärämbätäï
(I(k)) gänä.

Bidänd xt, yt gäsän xoër I(1) cuwaa ögögdsön baïg. Mön tädgääriïn ²ugaman
äwlüüläg yt−βxt stacionar baïg. Änä toxiolold xt, yt cuwaanuudyg kointegralq-
lagdsan (cointegrated) (1,−β)′ wektoryg kointegralqlagq wektor gäj tus tus när-
länä. Tägwäl, änä üed

yt = α + βxt + εt, t = 1, ..., n. (12.55)
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täg²itgäld XBK arga xärägläj zoximjtoï ünälält β̂–g gargan awq bolno. Ünäläl-
tiïn x¶zgaaryn qanaruud änä üed öör baïna. Tuxaïlbal, erdiïn üed √

n(β̂ − β)
x¶zgaartaa xäwiïn tarxalttaï baïdag bol manaï toxioldold n(β̂−β) n´ x¶zgaaryn
¶mar näg tarxalttaï baïna. Iïm ünälältiïg super zoximjtoï gäx ba songodog re-
gressiïg bodwol jinxänä utga ruugaa türgän niïldäg baïna.

Iïmääs kointegrac baïgaa äsäxiïg ²algaxyn tuld kointegralqlagq (12.55)
täg²itgälääs XBK-ünälältäär gargan awsan et üldägdälüüdiïg awq üzäx ²aard-
lagataï.

Täg taamaglal n´ “kointegrac baïxgüï” gäj tom³ëologdox ba änä n´ üldägdlüü-
diïn cuwaa et–d nägj ¶zguur baïna gäsän üg µm. Gäwq et cuwaag ²algaxdaa DF
ba ADF testüüdiïg a²iglaj boloxgüï gädgiïg xaruulsan baïdag (Philips and Ou-
liaris, 1990). Xarin Makkinnon, Däwidson (Mackinnon, 1991; Davidson and Mack-
innon, 1993) nar imitaci zagwarqlalyn argaar t-statistikiïn kritik utguudyg
(x¶zgaaryn) manaï toxioldold taaruulan nariïwqilj olson baïna.

Ädgäär utguudyg Xüsnägt 12.2–d üzüüläw. Tabliciïn äxniï baganand kointe-

Xuw´sagqiïn
too

Testiïn
töröl

Itgäx tüw²in
0.01 0.05 0.10

2 togtmol −3.90 −3.34 0.10
togtmol ba trend −4.32 −3.78 −3.50

3 togtmol −4.29 −3.74 −3.45
togtmol ba trend −4.66 −4.12 −3.84

4 togtmol −4.64 −4.10 −3.81
togtmol ba trend −4.97 −4.43 −4.15

5 togtmol −4.96 −4.42 −4.13
togtmol ba trend −5.25 −4.72 −4.43

6 togtmol −5.25 −4.71 −4.42
togtmol ba trend −5.52 −4.98 −4.70

Xüsnägt 12.2:

gracyn täg²itgäld baïgaa äkzogen xuw´sagqdyn toog üzüülsän ((12.55) täg²it-
gäliïn xuw´d xuw´sagqiïn too 2).

Kointegracyn oïlgolt n´ udaan xugacaany dinamik täncwäriïn (long-run equi-
librium) üzäl sanaataï xolbootoï µm. Xäräw xt ba yt kointegralqlagdax bol yt ba
βxt n´ stacionar bi² erönxiï komponentiïg aguulna. Xarin yt−α− βxt ¶lgawar
n´ stacionar baïx ba tägiïn orqind xälbälzänä.

12.4 Boks-Djenkinsiïn zagwar (ARIMA)

Änä bülgiïn ömnöx xäsgüüdäd, xugacaany xäd xädän cuwaa aguulsan ¶nz büriïn zag-
waruudad regressiïn analizyn arguudyg xärxän xärägläx tuxaï awq üzsän bilää.
Änä xäsägt xugacaany cuwaany zagwaryg ¶wcuu utgaar n´ awq üznä. Ööröör xäl-
bäl, zöwxön xugacaany ömnöx ag²in dax´ utgyg oruulsan xugacaany cuwaany
tölöw baïdlyg taïlbarlasan zagwaruudyg awq üzäx µm. Xugacaany stacionar
ba stacionar bi² cuwaany statistik qanaruud ärs ¶lgaataï uqraas tädgääriïg
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zagwarqlaxad öör öör arga xärägläx n´ züïn xäräg. Änä xäsägt ündsändää Boks-
Djenkinsiïn zagwaryn tuxaïn toxioldol bolox stacionar cuwaany ARMA zag-
waruudyg sudalna. Quxam ¶agaad xugacaany stacionar cuwaand ilüü anxaaral
tawiad baïna wä? Uqir n´ ixänx xugacaany cuwaa ulirlyn komponent bolon
trendiïg ¶lgax, äswäl ¶lgawar awax xuwirgalt xiïsniï daraa stacionar cuwaand
²iljdägt or²ino.

12.4.1 Trend, ulirlyn komponent, ¶lgawar awax
Stacionar bi², xugacaany cuwaany ¶nz büriïn ji²ää awq üz´e.

Trend. Daraax xugacaany cuwaa aw³¶:

yt = α + βt + εt (12.56)

Änd, yt cuwaa n´ sanamsargüï bi² nämägdäxüün α + βt (²ugaman trend), sanam-
sargüï xämjigdäxüün εt–ääs togtox ba täg dundajtaï, xugacaany stacionar cuwaa
µm. Üünääs gadna kwadratlag: α + βt + γt2, äksponcial: αeβt gäx mät trendiïn
busad ji²ää baïnga taaraldana.

(12.56) ba tüüntäï töstäï zagwaruudad trendiïg ¶lgaxyn tuld t–g ül xamaarax
xuw´sagq gäj toocood regressiïn parametrüüdiïg ünäläx erdiïn texnikiïg xäräg-
läj bolno. Üüniï daraa xugacaany stacionar cuwaany zagwart xärägläx üldägd-
lüüdiïn cuwaag gargan awna.

Ulirlyn komponent. Ädiïn zasgiïn ixänx ögögdöl (data) ulirlyn komponetiïg
aguulsan baïdag. Ulirlyn komponenttaï ajiglaltyn utguud 4–öör üelsän baïna:

yt = S(t) + εt, S(t + 4) ≡ S(t). (12.57)

Üünd, yt cuwaa n´ sanamsargüï bi², üet gi²üün S(t) (ulirlyn komponent) ba täg
dundajtaï, xuwacaany stacionar cuwaa bolox sanamsargüï gi²üün εt–iïn niïl-
bärääs togtono. Uliralyn komponent S(t)–g S(t) = β1d1t + β2d2t + β3d3t + β4d4t

xälbärtäï biqij bolno. di n´ binar xuw´sagqid (dummy). Ulirlyn komponen-
tiïg ¶lgaxyn tuld daraax täg²itgäld regressiïn parametrüüdiïg ünäläx argyg
xäräglänä.

yt = β1d1t + β2d2t + β3d3t + β4d4t + εt. (12.58)

(12.58) zagwart togtmol gi²üüniïg oruulax zamaar ixäwqlän zaaglaltaï regres-
siïn xälbärt dürsäldäg:

yt = α + β1d1t + β2d2t + β3d3t + β4d4t + εt,
∑

βi = 0. (12.59)

(12.59)–d βi n´ i ulirald jiliïn dundaj tüw²ingääs xazaïx xazaïltyg ilärx-
iïlnä.

Trend ¶lgax toxioldlyn adilaar xugacaany stacionar cuwaag zagwarqlax ar-
guud n´ caa²id (12.58) regressiïn üldägdäl cuwaand xäräglägdänä. Zurag 12.1–
12.4–t xugacaany stacionar bi² cuwaany grafikiïn ji²ääg üzüüläw.

Daraalsan ¶lgawar awax. Xugacaany stacionar bi² cuwaany ji²ää n´ sanam-
sargüï ²iljilt (12.43) bilää. Gäwq, tüünd daraalsan ¶lgawar awax üïldliïg
xärägläwäl xugacaany stacionar cuwaa üüsnä.

zt = ∆yt = (1− L)yt = yt − yt−1, zt = εt.
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Zurag 12.1: Trend

Zurag 12.2: Sanamsargüï ²iljilt

Zurag 12.3: Ulirlyn nölöö

Zurag 12.4: Trend bolon ulirlyn nölöö
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A(L) n´ 1 nägj ¶zguurtaï ööröör xälbäl A(L) = B(L)(1 − L) bögööd B(L)–iïn
büx ¶zguuruud nägj duguïn gadna or²dog baïg. Tägwäl ilüü erönxiï A(L)yt = εt

processiïn xuw´d zt = ∆yt xuwirgalt n´ B(L)zt = εt gäsän stacionar processt
xürgädäg.

�ugaman trendtäï (12.56) cuwaanaas ¶lgawar awaxad mön stacionar process
bolj öörqlögddög.

∆yt = β + ut, ut = ∆εt = εt − εt−1. (12.60)

Zagwar α + βt + γt2–kwadratlag trendtäï toxioldold I ärämbiïn ¶lgawar awaxad
stacionar cuwaand ²iljdäggüï baïna. Xarin II ärämbiïn ¶lgawar awbal ∆2yt =
∆(∆yt) = (yt − yt−1)− (yt−1 − yt−2) buµu

∆yt = β + γ(2t− 1) + ∆εt,

∆2yt = 2γ + ∆2εt,

bolj ∆2yt al´ xädiïn xugacaany stacionar cuwaa bolson baïna.
Ulirlyn daraalsan ¶lgawar awax ∆4yt = (1−L4)yt = yt−yt−4 operatoryn tus-

lamjtaïgaar (12.57) täg²itgälääs ulirlyn komponentyg zaïluulj bolno (xäräw
ulirlyn komponentyn üe n´ 12 bol ∆12 operatoryg xäräglänä).

Daraalsan ¶lgawart operatoryg xärägläx n´ stacionar bi² cuwaag zaawal sta-
cionar cuwaand ²iljüüläx albagüï . Tuxaïlbal

yt = βyt−1 + εt, β > 1 (12.61)

process stacionar bi². (12.61)–iïn 2 talaas dispers awbal V(yt) = β2V(yt−1) +
σ2

ε . Xäräw stacionar baïx nöxcöl bieldäg bol dispers n´ V(yt) = V(yt−1) buµu
V(yt) = σ2

ε/(1 − β2) < 0 baïx ëstoï. Änäxüü sörög dispers n´ V(yt) 6= V(yt−1)
gäsän dügnältänd xürgänä. Ööröör xälbäl, (12.61) cuwaa stacionar bi². (12.61)–d
¶lgawart operatoryg xärägläwäl:

∆yt = β∆yt−1 + ∆εt, β > 1 (12.62)

bolj ur´dyn adil process stacionar bi² xäwäär üldänä. (12.62)–t aldaany kor-
rel¶c baïgaa n´ asuudlyg ulam xündrüülnä. �lgawart operatoryg dawtan xärägläx
n´ stacionar cuwaand ül xürgänä.

Iïmääs ulirlyn komponent bolon trendiïg ¶lgax äswäl daraalsan ¶lgawar
operator a²iglax zamaar ögögdsön cuwaanaas ¶magt stacionar cuwaag ¶lgan awq
bolno. Odoo ajiglaltyn ögögdsön utguudaar cuwaa stacionar äsäxiïg ¶aj tog-
toox tuxaï asuudal üldlää.

12.4.2 Stacionar qanaryg ²algax
Nägdügäärt: tüüwriïn utguudaar baïguulsan grafikaas trend bolon ulirlyn
komponent ilärxiï aguulsan äsäxiïg ajiglana. Mön tüünqlän xugacaanaas xa-
maarq ajiglaltyn sarnil ösöj äswäl buurq bolno. Änä n´ dundaj bolon disper-
siïn xugacaany xamaarlyg zaaj baïgaa µm. Magadgüï bür cuwaa stacionar bi²
q baïj bolox µm.
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Zurag 12.5: Trend

Xoërdugaart: tüüwriïn awtokorrel¶ciïn funkciïn grafik(ACF), äswäl kor-
relogramm (correlogramm) baïguulna.

rk = ρ̂k =
∑n

t=k+1(yt − y)(yt−k − y)∑n
t=1(yt − y)2

, k = 1, 2, ... (12.63)

Xugacaany stacionar cuwaany korrelogramm äxniï xädän utgyn daraa k–g ös-
göxöd ma² xurdan buurdag. Xäräw grafik xangalttaï udaan buurq baïwal cuwaag
stacionar bi² gäj üzäx ündästäï. ACF–ääs gadna tuxaïn awtokorrel¶ciïn funk-
ciïg (PACF) baïguulj bolox ba stacionar processiïn xuw´d PACF ma² xurdan
buurna.

Tuxaïn awtokorrel¶ciïn funkc (PACF). Büläg 4–t tuxaïn korrel¶ciïn koäf-
ficienttoï tanilcsan. Tuxaïn awtokorrel¶ciïn funkc PACF(k) (partial autocor-
relation function) gädäg n´ yt−1, yt−2, ..., yt−k+1-zawsryn utguudyn nölöö baïxgüï
üeiïn yt, yt−k–iïn xoorondox “cäwär korrel¶c” µm.

Xäräw tüüwriïn tuxaïn awtokorrel¶ciïn koäfficientiïg bodox proceduryg
xärägläwäl, yt–gäsän stacionar cuwaany xuw´d tüüwriïn tuxaïn awtokorrel¶ciïn
funkc PACF(k) n´ daraax regressiïn täg²itgäläär ilärxiïlägdäx AR(k) zag-
waryn süülqiïn koäfficient βk–iïn XBK-ünälält mätäär oldono.

yt = β0 + β1yt−1 + β2yt−2 + · · ·+ βkyt−k + εt. (12.64)

Zurag 12.5–12.8 bolon Zurag 12.1–12.4–t xugacaany stacionar bi² cuwaany aw-
tokorrel¶ciïn bolon tuxaïn awtokorrel¶ciïn funkciïg üzüüläw.

Gurawdugaart: § 12.3 xäsägt awq üzsän nägj ¶zguur baïgaa üeiïn formal´
testiïg a²iglaj bolno (Diki-Fulleriïn DF test, Diki-Fulleriïn örgötgösön
test ADF gäx mät).

12.4.3 Awtoregressiïn ba ²iljix dundjiïn zagwar (ARMA)

Door ögögdsön xugacaany stacionar cuwaany angiïg awq üz´e:
yt − φ1yt−1 − · · · − φpyt−p = δ + εt − θ1εt−1 − ...− θqεt−q, εt ∼ iid(0, σ2). (12.65)
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Zurag 12.6: Sanamsargüï ²iljilt

Zurag 12.7: Ulirlyn nölöö
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Zurag 12.8: Trend bolon ulirlyn nölöö

Operator a²iglan towqoor biqwäl:

Φ(L)yt = δ + Θ(L)εt, εt ∼ iid(0, σ2). (12.66)

Üünd, Φ(L) = 1 − φ1L − · · · − φpL
p, Θ(L) = 1 − θ1L − · · · − θqL

q - ²iljüüläx
operatoroos xamaarsan olon gi²üünt. Däärx zagwaryg awtoregressiïn ba ²iljix
dundjiïn (autoregressive moving average) buµu ARMA(p, q) zagwar gäj närlänä.
Äxlääd ARMA zagwaryn x¶lbar ji²ää awq üz´e.

AR(1) process. ARMA(1, 0) process n´

yt = δ + φ1yt−1 + εt, εt ∼ iid(0, σ2) (12.67)

gäsän AR(1) process µm. Änä tuxaï (12.35)–(12.42)–d todorxoï awq üzsän bilää.
Xarin tüüniï qanaruudaas towq dur´dwal

E(yt) =
δ

1− φ1
, V(yt) = γ0 =

σ2

1− φ2
1

γk = φk
1γ0, ρk = γk/γ0 = φk

1. (12.68)

|φ1| < 1 täncätgäl bi² n´ yt process stacionar baïx zaïl²güï nöxcöl µm.
k > 1 utgand AR(1) processyn tuxaïn awtokorrel¶ciïn funkc n´ tägtäï täncüü

(todorxoïlolt ësoor ACF(1) = PACF(1)).
AR(2) process. Öndör ärämbiïn awtoregressiïn processiïn ji²ää bolgon

AR(2) processiïg aw³¶ (x¶lbaryg bodoj sul gi²üüniïg tägtäï täncüü gäe):

yt = φ1yt−1 + φ2yt−2 + εt, εt ∼ iid(0, σ2) (12.69)

k > 0 üed (12.69)–iïn xoër talaas yt ba yt−k–iïn kowariaciïg bod³ë:

γk = Cov(yt, yt−k) = Cov(φ1yt−1 + φ2yt−2 + εt, yt−k) = φ1γk−1 + φ2γk−2 (12.70)
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γ0–d xuwaawal:
ρk = φ1ρk−1 + φ2ρk−2, k = 1, 2, ... (12.71)

(12.71) täg²itgäld k = 1, 2 üed ρ0 = 1, ρ−1 = ρ1 boloxyg toocwol ρ1, ρ2 ül
mädägdägq büxiï täg²itgäliïn sistem üüsnä

ρ1 = φ1 + φ2ρ1,

ρ2 = φ1ρ1 + φ2. (12.72)

AR(2) processiïn xuw´d (12.72)–yg �l-Uolkeriïn (Yule-Walker) täg²itgäliïn
sistem gänä. Änä sistemiïg bodoj awtokorrel¶ciïn funkciïn äxniï 2 utgyg
bodwol

ρ1 =
φ1

1− φ2
, ρ2 =

φ2
1

1− φ2
+ φ2. (12.73)

Awtokorrel¶ciïn funkciïn busad utguud (12.71) tom³ëogoor oldono. Xäräw (12.69)
täg²itgäliïn xoër talyg yt–äär ürjüülj, matematik dundaj awbal yt–iïn dis-
persiïn xuw´d daraax ilärxiïläl garna

γ0 = φ1γ1 + φ2γ2 + σ2. (12.74)

Änä täg²itgäliïg k = 1, 2 üeiïn (12.70) täg²itgältäï xamt bodwol:

γ0 =
(1− φ2)σ2

(1 + φ2)(1− φ1 − φ2)(1 + φ1 − φ2)
. (12.75)

Ändääs, dispers äeräg baïxyg toocwol AR(2) processiïn stacionar baïx nöxcöl
n´:

|φ2| < 1, φ2 + φ1 < 1, φ2 − φ1 < 1. (12.76)

Stacionar nöxcöl bielägdäx üed processiïn awtokorrel¶ciïn funkc, xäräw Φ(L) =
1 − φ1L − φ2L

2 xarakteristik olon gi²üüntiïn ¶zguur boditoï bol äksponen-
cialaar buurna, xarin kompleks ¶zguurtaï üed äksponencialaar buurax amplitud
büxiï sinusoidoor öörqlögdönö gädgiïg xaruulj bolno.

AR(2) processiïn xuw´d tuxaïn awtokorrel¶ciïn funkciïg bodox erönxiï sxe-
miïg dürsläe. Mön AR(3) processiïn xuw´d �l-Uolkeriïn gurwan täg²itgäl
biq³e. φ3 koäfficient n´ yt bolon yt−3-yn xoorondox tuxaïn korrel¶ciïn koäf-
ficienttäï täncüü. AR(2) processiïn xuw´d (12.71) täg²itgälääs ρ3 = φ1ρ2+φ2ρ1

gäj garna. Änä ilärxiïlliïg �l-Uolkeriïn guraw dax´ täg²itgäld tawibal
φ3 = 0 gäj garna. Iïmd k > 2 üed PACF(k) = 0 bolno. Üüntäï adil AR(k)
processiïn xuw´d k = p + 1–ääs äxlän tuxaïn awtokorrel¶ciïn funkc PACF(k) n´
tägtäï täncüü gädgiïg batalj bolno. Änä ür dün tuxaïn awtokorrel¶ciïn onolyn
funkciïn xuw´d bielägdäx bolowq tüüwriïn tuxaïn awtokorrel¶ciïn funkciïn
xuw´d ül bielänä. Gäwq praktikt PACF–iïn utga tägd oïrxon utgand xürtäl og-
com buuraxyg xülääx xärägtäï.

�iljix dundjiïn process (MA). ARMA(0, q) zagwaryg ²iljix dundjiïn
q-ärämbiïn zagwar gääd:

yt = δ + Θ(L)εt = δ + εt − θ1εt−1 − · · · − θqεt−q, εt ∼ iid(0, σ2), (12.77)
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MA(q) gäj tämdäglänä. (12.77) täg²itgälääs, duryn q bolon duryn θi–iïn xuw´d
MA(q) process stacionar bolox n´ xaragadaj baïna.

Process urwuutaï baïx nöxcliïg tom´ëol³ë. Ööröör xälbäl, tüüniïg AR
processoor dürsläx bolomjiïg sonirxoë.

Ji²ää bolgoj, ²iljix dundjiïn 1–r ärämbiïn zagwar MA(1)–iïg aw³¶.

yt = δ + Θ(L)εt = δ + εt − θ1εt−1, εt ∼ iid(0, σ2). (12.78)

MA(1) processiïg awtoregressiïn processoor dürsälbäl:

Θ(L)−1yt = Θ(L)−1δ + εt, (12.79)

äswäl
yt =

δ

1− θ1
− θ1yt−1 − θ2

1yt−2 − · · ·+ εt. (12.80)

(12.78) täg²itgäläär ilärxiïlägdäx MA(1) processiïn AR(∞) xälbäriïn änäxüü
dürsläl Θ(L) = 1−θ1L operatoryn urwuutaï üed l bolomjtoï µm. Ööröör xälbäl,
urwuutaï baïx |θ1| < 1 nöxcöl bielägdäx ¶wdal µm.

MA(1) processiïn dundaj bolon dispersiïg bodwol:

E(yt) = δ, V(yt) = σ2(1 + θ2
1). (12.81)

MA(1) processiïn awtokorrel¶ciïn funkc n´

γ1 = Cov(yt, yt−1) = E((εt − θ1εt−1)(εt−1 − θ1εt−2)). (12.82)

Xäräw xaalt zadalbal, 4 nämägdäxüüniï zöwxön näg n´ tägääs ¶lgaataï:
E(−θ1ε

2
t−1) = −θ1σ

2. Iïmd

γ1 = Cov(yt, yt−1) = −θ1σ
2 (12.83)

k > 1 üed γk = 0 boloxyg nägän adil üzüülj bolno. Tägwäl

ρ1 = γ1/γ0 = −θ1/(1 + θ2
1), ρk = 0, k > 1 (12.84)

MA(q) processiïn xuw´d adilxan bodolt xiïwäl, tüüniï awtokorrel¶ciïn funkc
ACF(k) n´ k > q üed tägtäï täncüü boloxyg xaruulj bolno. Ööröör xälbäl,
tüüniï xälbär AR(q) processiïn PACF(k)–taï adilxan xälbärtäï gäsän üg.

AR(q) processiïn PACF(k)–taï adil, MA(q) processiïn tuxaïn awtokorre-
l¶ciïn funkc PACF(k) n´ äksponencialaar buurna. Iïmd MA(q) processiïn
(ACF,PACF) xos grafikiïn xälbär n´ AR(q) processiïn (ACF,PACF) xos grafik-
taï ijil baïna. MA(1) processiïn (12.80) xälbäriïg AR(∞) dürslältäï töstäïgäär,
AR(1) processiïn xuw´d ((12.67)) MA(∞) xälbäriïn dürsläl or²in baïna:

yt = (1− φ1L)−1(δ + εt) =
δ

1− φ1
+ εt + φ1εt−1 + φ2

1εt−2 + · · · . (12.85)

Xolimog process. Φ(L) = 1−φ1L, Θ(L) = 1−θ1L operatoruud büxiï ARMA(1, 1)
xolimog processiïg awq üz´e:

yt − φ1yt−1 = δ + εt − θ1εt−1, εt ∼ iid(0, σ2). (12.86)
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|φ1| < 1, |θ1| < 1 gäj toocno. Tägwäl AR(1) bolon MA(1) processiïn adilaar
ARMA(1, 1) process stacionar bögööd urwuutaï boloxyg xaruulj bolno.

Ömnö üzsän arguudyn tuslamjtaïgaar ARMA(1, 1) processiïn dundaj, dis-
pers, kowariaciïg bodwol:

E(yt) =
δ

1− φ1
, (12.87)

γ0 = V(yt) = σ2 1 + θ2
1 − 2φ1θ1

1− φ2
1

, (12.88)

γ1 = Cov(yt, yt−1) = φ1γ0 − θ1σ
2. (12.89)

Nägääs dää² ärämbiïn awtokorrel¶ciïg rekurrent xar´caagaar ilärxiïlbäl

γk = Cov(yt, yt−k) = φ1γk−1, k > 1.

Änäxüü rekurent xar´caag xärägläsnäär

ρk = φk−1
1 ρ1, k > 1, ρ1 =

(1− φ1θ1)(φ1 − θ1)
1 + θ2

1 − 2φ1θ1
. (12.90)

(12.90)–ääs üzwäl, ARMA(1, 1) processiïn ACF n´ xädiïgäär ρ1 n´ öör q gäsän
AR(1) processiïn ACF–täï adil bolox n´ xaragdaj baïna.

Änä dügnältiïg ARMA(p, q) processiïn xuw´d örgötgöj bolno. ACF–iïn äxniï
q utga n´ AR ba MA komponentuudyn xarilcan üïlqläläär todorxoïlogdox ba aw-
tokorrel¶ciïn funkciïn caa²dyn tölöw baïdal n´ AR(q) processtoï ijil baïna.
ARMA(p, q) processiïn tuxaïn korrel¶ciïn funkciïn xuw´d däärxtäï adil gar-
galgaa xüqintäï. Änä funkc MA(q) processiïn PACF–iïn adilaar buurna.

12.4.4 Boks-Djenkinsiïn arga züï (ARIMA)

ARIMA zagwaruud. Daraalsan ¶lgawart operatoryn tuslamjtaïgaar xugacaany
stacionar bi² cuwaag stacionar cuwaand ²iljüülj bolox tuxaï ömnö üzsän.
Xugacaany cuwaa yt–d daraalsan ¶lgawart operatoryg d udaa xärägläsniï daraa
(12.65)–aar ilärxiïlägdäx ARMA(p, q) zagwaryg xangax ∆dyt gäsän stacionar cuwaa
üüssän gäe. Tägwäl yt–g awtoregressiïn ba ²iljix dundjiïn integralqlagdsan
process (integrated autoregression and moving average) gääd ARIMA(p, d, q) gäj täm-
däglänä. (Tuxaïlbal yt = yt−1 + ∆yt xar´caag a²iglan ∆yt cuwaanaas anxny yt

cuwaany zagwaryg gargan awq bolno.)
Ajiglaltyn ögögdsön cuwaany xuw´d ARIMA zagwaryg songon awax Boks-Djen-

kinsiïn (Box, Jenkins, 1976) arga züï n´ 3 üe ²ataas togtono.
I. Zagwaraa niïcüüläx
I-1. Äxniï alxam-stacionar cuwaa gargan awax. Cuwaa stacionar äsäxiïg

grafik ²injilgää, ACF ba PACF funkcüüdiïn ²injilgää, nägj ¶zguuryn tuxaï
test zärgäär ²algana. Xäräw stacionar bol daraagiïn ²atand ²iljinä, xäräw
stacionar bi² bol daraalsan ¶lgawart operator awax zamaar ²algax processiïg
dawtana. Praktikt daraalsan ¶lgawaryg 2–oos ilüügüï udaa awna.

I-2. Stacionar cuwaa üüsmägc ARMA(p, q) processiïn tüüwriïn ACF, PACF–g
baïguulna. Ingäsnäär ²iljix dundaj q bolon awtoregressiïn bolomjit ärämbä
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p–iïn tuxaï xäd xädän taamaglal däw²üüläx bolomjtoï bolno. Praktikt p+q < 3
baïx baga ärämbätäï zagwaruudyg a²iglaxyg sanal bolgodog (xäräw ulirlyn kom-
ponentgüï bol). Tüüwriïn ACF ba PACF n´ onolyn funkcüüdtäïgää ¶g dawxcax
albagüï, xarin tädgäärt “xürälcäätäï oïr” baïx ëstoï. Zurag 12.9–12.21–d zag-
waryn ji²äägäär baïguulsan tüüwriïn ACF ba PACF–iïg üzüüläw.

Zurag 12.9: AR(1). Yt = 0.5Yt−1 + εt. �zguur µ = 2

Zurag 12.10: AR(1). Yt = −0.5Yt−1 + εt. �zguur µ = −2

II. Zagwaryg ünäläx, zagwaryn ilärxiïläx qadwaryg ²algax
II-1. Äxniï ²atand songon awsan zagwar büriïg ünälj parametrüüd bolon

üldägdliïg bodno.
II-2. Zagwar bür ögögdöltäï xir taarq buïg ²algana. Ögögdöltäï saïn taarq

baïgaa zagwaruudaas xamgiïn cöön parametrüüd büxiï zagwaryg songon awna.
III. Prognoz xiïx
Xoërdugaar ²atand zagwaraa songon awsny daraa xugacaany näg buµu xäd xädän

Zurag 12.11: AR(2). Yt = 0.8Yt−1 − 0.2Yt−2 + εt. �zguur µ1 = 2 + i, µ2 = 2− i
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Zurag 12.12: AR(2). Yt = −0.8Yt−1 − 0.2Yt−2 + εt. �zguur µ1 = −2 + i, µ2 = −2− i

Zurag 12.13: AR(2). Yt = −0.9Yt−1 − 0.2Yt−2 + εt. �zguur µ1 = −2.5, µ2 = −2

Zurag 12.14: AR(2). Yt = 0.9Yt−1 − 0.2Yt−2 + εt. �zguur µ1 = 2.5, µ2 = 2

Zurag 12.15: AR(2). Yt = 0.1Yt−1 + 0.2Yt−2 + εt. �zguur µ1 = −2.5, µ2 = 2
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Zurag 12.16: MA(2). Yt = εt − 0.9εt−1 + 0.2εt−2. �zguur µ1 = 2.5, µ2 = 2

Zurag 12.17: MA(2). Yt = εt − 0.1εt−1 − 0.2εt−2. �zguur µ1 = −2.5, µ2 = 2

Zurag 12.18: ARMA(1, 1). Yt = 0.8Yt−1 + εt − 0.5εt−1. �zguur µAR = 1.125, µMA = 2

Zurag 12.19: ARMA(1, 1). Yt = −0.8Yt−1 + εt + 0.5εt−1. �zguur µAR = 1.125, µMA = −2
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Zurag 12.20: ARMA(1, 1). Yt = 0.4Yt−1 + εt + 0.5εt−1. �zguur µAR = 2, µMA = −2

Zurag 12.21: ARMA(1, 1). Yt = −0.4Yt−1 + εt − 0.5εt−1. �zguur µAR = −2, µMA = 2

alxmyn xuw´d prognoz xiïj, prognozyn utguudyn itgäx zawsryg ünälnä.
Boks-Djenkinsiïn arga züïn II ba III ²atyg araï dälgärängüï awq üz´e.

12.4.5 ARMA zagwaryg ünäläx
Orqin üeiïn komp´µteriïn programmuud n´ ARMA zagwaryg ünäläx xamgiïn baga
kwadratyn ²ugaman ba ²ugaman bi² arga äswäl güïcäd bolon nöxcölt xamgiïn
ix ünäniï xuw´ büxiï arguudyg a²iglasan baïdag.

Ji²ää bolgon (12.86) täg²itgäläär ilärxiïlägdäx ARMA(1, 1) zagwaryg awq
daraax xälbärt biq´e:

Θ(L)−1yt = Θ(L)−1(δ + φ1yt−1) + εt. (12.91)

Üünd: Θ(L) = 1− θ1L, Θ(L)−1 = 1 + θ1L + θ2
1L

2 + · · · . (12.91) täg²itgäld baïgaa
yt–iïn ömnöx utguudyn jignäsän tögsgölgüï niïlbär y∗t = Θ(L)−1yt–g ¶mar näg
baïdlaar taïlbarlax xärägtäï. Üüniï bolomjit näg xuwilbar n´ daraax züïld
or²ino. Ajiglaltyn äxniï utgaas ömnöx büx utguudyg y0 = y−1 = · · · = 0 gäwäl

y∗1 = y1, y∗2 = y2 + θ1y1, · · · y∗t = yt + θ1yt−1 + ... + θt−1
1 y1.

Änä tämdäglägääg a²iglan (12.91)–yg biqwäl

y∗t = δ∗ + φ1y
∗
t−1 + εt, δ∗ =

δ

1− θ1
. (12.92)

Xäräw θ1 mädägdäx bol täg²itgäl δ∗, φ1–iïn xuw´d ²ugaman bolowq, erönxiï to-
xioldold parametrüüdiïnxaa xuw´d ²ugaman bi² täg²itgäl bolno.
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(12.91) täg²itgäliïg ünäläxiïn tuld y1–iïg ögögdsön, εt ∼ iidN(0, σ2) gäj
üzääd xamgiïn ix ünäniï xuw´ büxiï nöxcölt (conditional ML) argyg xärägläe.
Ünäniï xuwiïn nöxcölt funkc daraax baïdlaar ilärxiïlägdänä.

L∗ = p(y∗2, y
∗
3, ..., y

∗
t |y∗1) =

n∏

t=2

p(y∗t |y∗t−1)

=
n∏

t=2

1√
2πσ

exp
(
− 1

2σ2
(y∗t − δ∗ − φ1y

∗
t−1)

2

)
. (12.93)

Xamgiïn ix ünäniï xuw´ büxiï nöxcölt funkciïg logarifmqilbal

l∗ = lnL∗ = const− n− 1
2

lnσ2 − 1
2σ2

n∑

t=2

(y∗t − δ∗ − φ1y
∗
t−1)

2. (12.94)

l∗ funkciïn xälbärääs xarwal δ, φ1 koäfficientuudyn xamgiïn ix ünäniï xuw´
büxiï nöxcölt ünälält n´ xamgiïn baga kwadratyn ²ugaman bus ünälälttäï dawx-
cana ((12.94)–iïn baruun tal n´ δ, φ1–iïn xuw´d ²ugaman bi² boloxyg tämdägläe).

Xamgiïn ix ünäniï xuw´ büxiï güïcäd arga n´ (full ML) ünäniï xuwiïn daraax
funkciïg maksimumqlaxad or²in:

L = p(y1)L∗.

Aldaanuud n´ normal tarxalttaï baïx taamaglalyn üed y∗1 ∼ N(δ∗/(1 − φ1),
σ2/(1− φ2

1)) bilää. Iïmd ünäniï xuwiïn logarifm funkc:

l(δ, φ1, θ1, σ
2) = ln p(y1) + l∗ = const− n

2
ln σ2 +

1
2

ln(1− φ2
1)−

− 1− φ2
1

2σ2

(
y∗1 −

δ∗

1− φ1

)2

− 1
2σ2

n∑

t=2

(y∗t − δ∗ − φ1y
∗
t−1)

2 (12.95)

((12.95) täg²itgäld δ∗, bolon y∗t –g xargalzan δ, θ1–äär solino).

12.4.6 ARMA zagwaryn ilärxiïläx qadwaryg ²algax
ARMA zagwar bidniï ögögdöltäï xir zäräg taarq baïgaag ²algax xäd xädän ²in-
jüür baïdag.

Nägdügäärt: zagwaryn koefficientuudyn ünälält statistikiïn üüdnääs law-
taï¶a tägääs ¶lgaataï baïx ëstoï. Ööröör xälbäl, t-statistikiïn xargalzax P -
utga songon awsan bosgo utgaas baga baïx ëstoï.

Xoërdugaart: zagwaryn aldaa εt cagaan ²uugian baïna. Ööröör xälbäl, tädgää-
riïn ünälält bolox et cagaan ²uugiantaï adil baïx ëstoï. Iïmd üldägdlüüd
täg-awtokorrel¶ctaï baïx ëstoï.

Togtmol gi²üüniïg aguulsan zagwart üldägdlüüdiïn dundaj tägtäï täncüü.
Iïmääs regressiïn üldägdlüüdäär baïguulsan tüüwriïn awtokorrel¶ciïn funkc
daraax tom³ëogoor oldono:

rk =
∑n

t=k+1 etet−k∑n
t=1 e2

t

, k = 1, 2, . . . . (12.96)
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Xäräw zagwar ilärxiïläx qadwartaï bol regressiïn aldaanuud cagaan ²uugian
baïx bögööd n, k–iïn ix utguudad rk xämjigdäxüün N(0, 1

n) tarxaltand oïr baïna.
Praktikt saïn döxölt k = 5÷ 6-aas äxäldäg. Iïmääs rk utga “korrel¶ciïn koäf-
ficient ρk tägtäï täncüü” gäsän taamaglalyg 0 ± 2√

k
interwalyn gadna 5%–iïn

itgäx tüw²ind n¶caana.
Busad testüüd, üldägdlüüdiïn awtokorrel¶ciïn funkciïn äxniï K utga ²uud

tägtäï täncüü baïx tuxaï taamaglalyg ²algadag.
Boks-Pirsiïn Q-statistik (Box, Pierce, 1970) daraax baïdlaar todorxoïlog-

dono.

Q = n
K∑

k=1

r2
k (12.97)

Awtokorrel¶c baïxgüï gäsän täg taamaglalyn üed Q n´ χ2(K − p − q) tarxalt-
taï. Üünd p, q n´ ARMA zagwaryn parametrüüd. Xäräw Q–iïn gargan awsan utga
kritik utgaas ix bol täg taamaglalyg n¶caana.

L´µng-Boksiïn statistik (Ljung, Box, 1978) n´ Boks-Pirsiïn testiïn xuwil-
bar bögööd

Q̃ = n(n + 2)
K∑

k=1

r2
k

n− k
(12.98)

gäj todorxoïlogdono. Statistikiïn üüdnääs Q̃ ¶zgaartaa Q–iïn adil tarxalttaï
bolowq zöwxön tögsgölög tüüwriïn xuw´d χ2 tarxaltand oïr.

Xäräw ²injüüräär üldägdlüüd awtokorrel¶ctaï bolox n´ ilärsän bol ARMA
zagwar toxiroxgüï. Iïmd tüüniïg saïjruulax xärägtäï. Tuxaïlbal, todorxoï
dugaaraas äxlän 4–iïn dawtamjtaïgaar awtokorrel¶ciïn utuud tägääs ¶lgaataï
üed döröwdügäär ärämbiïn, uliralyn awtoregressiïn zagwaryg songon awtokor-
rel¶ciïn funkciïg baïguulan tur²ij üzäx xärägtäï. Xäräw tägääs ¶lgaataï
coryn ganc utga n´ 4–täï täncüü lagt xargalzaj baïwal döröwdügäär ärämbiïn,
ulirlyn MA–gi²üün oruulj tur²ix n´ züïtäï.

Bidänd xäd xädän ARMA zagwar ilärxiïläx qadwartaï (ögögdöld toxirox)
bolox n´ ilärsän gäe. Tägwäl “sätgälgääniï xämnält”–iïn zarqmaar xamgiïn cöön
toony parametrüüdtäï zagwaryg songon awna.

Äkonometrikiïn ixänx programmuud n´ Akaikiïn AIC (Akaika information cri-
terion) (Akike, 1973) bolon �warciïn SC (Schwarz criterion) ²injüürüüdiïg bag-
taasan baïdag. Ädgäär ²injüürüüdiïn gol zorilgo n´ zagwaryn parametrüüdiïn
toog cöörüüläx, zagwaryn qanaryg saïjruulaxad or²ino. Ööröör xälbäl, xuga-
caany xamgiïn baga lagiïg togtooj ögnö. �injüür daraax xälbärtäï:

AIC = 2
p + q

n
+ ln

(∑n
t=1 e2

t

n

)
(12.99)

SC =
(p + q) ln n

n
+ ln

(∑n
t=1 e2

t

n

)
(12.100)

Änd p, q n´ ARMA zagwaryn lagiïn too. Iïmd AIC bolon SC utguud xamgiïn
baga baïx tiïm zagwaryg songowol xamgiïn cöön parametr büxiï zagwar oldono.
Akaike bolon �warciïn ²injüüriïn utga sanaa zaswarlasan R2 koäfficienttäï
oïr µm.
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12.4.7 ARIMA zagwaruudaar prognozlox
ARIMA zagwaryg a²iglaxyn gol zorilgo bol tüüwrääs xal´j prognozlox buµu
iräädüïg taamaglax ¶wdal µm. Taamaglal ¶g taaraxgüï baïx xoër äx üüswär biï:
nägdügäärt, üüsäx εt aldaag arilgax, xoëdugaart, zagwaryn koäfficientuudyn
ünälält jinxänä utgaasaa xazaïx xazaïlt.

Änä xäsägt prognozyn aldaany äxniï äx üüswäriïg awq üzsän. Ööröör xälbäl,
onolyn zagwaruudyn xüräänd prognoz xiïnä.

ARMA(1, 1) bolon ARIMA(1, 1, 0) zagwaryn ji²ään däär prognozyn asuudlyg
awq üz´e.

ARMA(1, 1) zagwar. Prognozlol. (12.86) täg²itgälääs y–iïn utgyg n + 1
ag²ind biqwäl:

yn+1 = δ + φ1yn + εn+1 − θ1εn.

µ = E(yt) = δ/(1− φ1) tämäglägää a²iglawal:

(yn+1 − µ) = φ1(yn − µ) + εn+1 − θ1εn. (12.101)

Dundaj kwadrat xazaïltyg minimumqlagq prognozyn näg alxam dax´ utga
ŷn+1 = E(yn+1|In). Üünd In–xugacaany n ag²in dax´ mädääläl. (12.101)–ääs

(ŷn+1 − µ) = φ1(yn − µ)− θ1εn. (12.102)

Progonzyn aldaa ba tüüniï dispers:

en+1 = yn+1 − ŷn+1 = εn+1, V(en+1) = σ2. (12.103)

(12.101) täg²itgäliïn 2 iteracyg a²iglawal

(yn+2 − µ) = φ2
1(yn − µ) + εn+2 + (φ1 − θ1)εn+1 − φ1θ1εn. (12.104)

(12.102)–yn adilaar 2 alxmyn prognozyg biqwäl:

(ŷn+2 − µ) = φ2
1(yn − µ)− φ1θ1εn,

V(en+2) = σ2(1 + (φ1 − θ1)2). (12.105)

Iteracyg ürgäljlüülsnäär

(ŷn+s − µ) = φs
1(yn − µ)− φs−1

1 θ1εn. (12.106)

Ändääs üzwäl, prognozyn alxam ösöxiïn xiräär prognozyn utga µ–ruu tämüülj
baïna. Daraax ür düng xaruulj bolno.

lim
s→∞V(en+s) = σ2

(
1− 2φ1θ1 + θ2

1

1− φ2
1

)
. (12.107)

Änä ilärxiïläl (12.88)–d garsan yn cuwaany disperstäï dawxcaj baïna.
ARIMA(1, 1, 0) zagwar. Prognozlol. Xugacaany stacionar bi² cuwaany prog-

noz ömnöx toxioldloos nilääd ¶lgaataï. Äxniï ¶lgawar zt n´ AR(1) process baïx
yt gäsän xugacaany cuwaa awq üz´e:

zt = yt − yt−1, zt − µ = φ1(zt−1 − µ) + εt. (12.108)
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(12.108)–yg olon daxin xärägläwäl

yn+s = yn + zn+1 + zn+2 + · · ·+ zn+s

= (yn + sµ) + (zn+1 − µ) + · · ·+ (zn+s − µ). (12.109)

(12.108)–yn (zt − µ)–g (12.109)–d orluulbal

yn+s = yn + sµ +
φ1(1− φs

1)
1− φ1

(yn − yn−1 − µ) + en+s. (12.110)

Üünd,

en+s = εn+s + (1 + φ1)εn+s−1 + · · ·+ (1 + φ1 + φ2
1 + · · ·+ φs−1

1 )εn+1. (12.111)

Dundaj kwadrat xazaïltyg minimumqlagq prognoz n´ (12.110)–yn äxniï 3 nämäg-
däxüüntäï täncüü baïna. 2 ba 3–r nämägdäxüün n´ s–iïg ösöxöd ösnö. s alxmyn
prognozyn aldaa en+s–täï täncüü. (12.111) tom³ëo ësoor aldaany dispers

V(en+s) = σ2(1 + (1 + φ1)2 + · · ·+ (1 + φ1 + φ2
1 + · · ·+ φs−1

1 )2). (12.112)

Xugacaany stacionar bi² cuwaany xuw´d prognozyn aldaany dispers n´ prog-
nozyn alxam s ösöxöd monoton ösq baïna.

Änä bülägt awq üzsän büx toocoolol n´ zöwxön onolyn zagwaryn xuw´d xiïsän
boloxyg daxin tämdägläe. Ööröör xälbäl, zagwaryn koäfficientuud ¶g mädägddäg
toxioldold xiïsän gäsän üg.

Gäwq praktikt koäfficientuudyn ünälälttäï xolbootoï nämält todorxoïgüï
baïdal prognozod garq irdäg. Iïmd prognozyn ünälältiïn ¶g tag baïdal n´ opti-
mist xandlagataï µm. Xarin komp´µteriïn zarim paket programmuudad (ji²ää
n´ E-views) prognozyn aldaany dispersiïg bodoxdoo koäfficientuudyn todor-
xoïgüï baïdlyg toocon zaswar xiïdäg boloxyg tämdägläe.

12.4.8 Ulirlyn nölöö büxiï ARIMA zagwar
Änä xäsägt ulirlyn komponent aguulsan ARIMA zagwaryn örgötgöliïn tuxaï
ma² towq oruullaa. Daraax ji²ääg awq üz´e. yt n´ ulirlyn komponent aguulsan
cuwaa baïg. Tägwäl, tuxaïn ulirlyn utgyg ömnöx jiliïn mön ulirlyn utgataï
xolboson x¶lbar zagwaryg biqij bolno.

yt = φ
(s)
1 yt−4 + ut.

Xugacaany cuwaany zärägcää utguud n´ statistik xolbootoï baïx uqraas ut aldaa
AR(1) procesiïg xangana gäj üzäj bolno.

ut = φ1ut−1 + εt, ε ∼ iid(0, σ2).

Süülqiïn xoër täg²itgälääs:

(1− φ1L)(1− φ
(s)
1 L4)yt = εt,
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äswäl
yt = φ1yt−1 + φ

(s)
1 yt−4 − φ1φ

(s)
1 yt−5 + εt.

Iïm zagwaryg AR(1)× SAR(1) gäj tämdäglädäg. Änä zagwar, koäfficientuud n´
gurwan ²ugaman bi² zaaglal büxiï AR(5) zagwartaï töstäï.

Iïm zagwaryn qanaruudyn tuxaï Johnston and DiNardo–1997, Box and Jenkins–
1976 bütäälüüdääs dälgärängüï un²ij bolno.

12.5 GARCH zagwaruud
Änä xäsägt, sanxüügiïn zax zääliïn tuxaï süüliïn üeiïn surax biqgüüdäd ixääxän
xäräglägdäx bolson ARCH bolon GARCH zagwaruudyn tuxaï towq durd³¶.

Zagwaryn mön qanar daraax züïld or²ino. Bid yt gäsän xugacaany cuwaany,
öör xugacaany cuwaan däärx regressiïg awq üzäj baïgaa gäe (büx cuwaag stacionar
gäj üznä):

yt = x
′
tβ + ut (12.113)

Iïm xugacaany cuwaany tölöw baïdlyg tur²iltyn ajiglaltuudaas üzwäl, (xüü-
giïn xuw´, möngöniï xan² gäx mät) dundjaasaa ix bolon bagaar xazaïsan ajiglal-
tuud n´ klaster üüsgäx xandlagataï baïdag baïna (Zurag 12.22). Ööröör xälbäl,
zax zääliïn “taïwan” bolon “sawlasan” tölöwüüd ääljildäg baïna.

Zurag 12.22: Näg ödriïn PTC indeksiïn öörqlölt.

Ängiliïn (Engle, 1982) ajild iïm üzägdliïg zagwarqlax argyg sanal bolgoson
baïdag.

ut aldaany nöxcölt dispers n´ σ2
t = V(ut|ut−1, . . . , ut−p) = E(u2

t |ut−1, . . . , ut−p)
baïg (xarin E(ut|ut−1, . . . , ut−p) = 0). Xazaïltuudyn klaster üüsäxiïg, aldaany
nöxcölt dispers ut ba tüünääs ömnöx dispersüüdiïn xolboog xaruulsan daraax
zagwaraar taïlbarlaj bolno.

σ2
t = α0 + α1u

2
t−1 + · · ·+ αpu

2
t−p. (12.114)
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(12.113)–(12.114) processiïg nöxcölt geteroskedastiktaï awtoregressiïn p-ärämbiïn
zagwar (Autoregressive, Conditional Heteroscedastic) gäj närlääd ARCH(p) gäj täm-
däglänä.

Iïm törliïn x¶lbar zagwar n´ ARCH(1) µm:

yt = x
′
tβ + ut.

ut = εt(α0 + α1u
2
t−1)

1/2, εt ∼ iidN(0, 1). (12.115)

Änä zagwart aldaany nöxcölt dispers xugacaanaas xamaarna:

V(ut|ut−1) = E(u2
t |ut−1) = α0 + α1u

2
t−1.

Xarin änä üed aldaany nöxcölt bi² dispers xugacaanaas xamaaraxgüï:

V(ut) = V(ut−1) = α0/(1− α1).

Iïm uqraas (12.115) zagwar songodog ²ugaman regressiïn zagwaryn büx nöxcliïg
xangana. Iïmd tüüniï XBK-ünälältüüd xamgiïn baga disperstäï ²ugaman ünä-
lältüüd bolno.
Sanamj 12.5.1. Xamgiïn ix ünäniï xuw´ büxiï argaar gargan awq bolox ilüü
ärqimtäï, ²ugaman bi² ünälält or²in baïna. (12.115) zagwaryn xuw´d ünäniï
xuwiïn logarifm funkc n´ togtmolyn nariïwqlaltaïgaar daraax xälbärtäï bolo-
xyg xaruulj bolno:

ln L = −1
2

2∑

t=1

ln(α0 + α1u
2
t−1)−

1
2

n∑

t=1

u2
t

α0 + α1u2
t−1

. (12.116)

Üünd, ut = yt − β
′
xt.

(12.113)–(12.114) processiïn ARCH(p) zagwart ut aldaa stacionar process boloxyg
daxin tämdägläe. (12.114) aldaanuud nöxcölt geteroskedastiktaï äsäxiïg ¶aj
todorxoïlox wä? gäsän asuultand daraax 3 alxam büxiï procedur xariult ögnö:

1. (12.113) täg²itgäld XBK arga xärägläj et-aldaag bodno.

2. Üldägdlüüdiïn regress e2
t = α̂0 + α̂1e

2
t−1 + · · · α̂pe

2
t−p–iïg XBK argaar ünälnä.

3. H0 : α0 = · · · = αp = 0 taamaglal ²algana. Taamaglalyg ²algaxdaa F -test
äswäl Lagranjiïn ürjigdäxüüniï LM testiïg a²iglaj bolno.

Bollerslewiïn (Bollerslev, 1986) ajild aldaany nöxcölt dispers büxiï ilüü erön-
xiï zagwaryg däw²üülsän baïdag:

σ2
t = α0 + α1u

2
t−1 + · · ·+ αpu

2
t−p + γ1σ

2
t−1 + · · ·+ γqσ

2
t−q. (12.117)

(12.113)-(12.117)-processiïg nöxcölt geteroskedastik büxiï awtoregressiïn p, q
ärämbiïn örgötgösön zagwar (Generalized Auto-Regressive, Conditional Heteroscedas-
tic) gäj närlääd GARCH(p, q) gäj tämdäglänä. Änä zagwart u2

t cuwaa n´ (12.56)–d
awq üzsän ARMA(p, q) zagwaryg xangana.
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Praktikt GARCH(1, 1) zagwaryg ixäwqlän xäräglänä. GARCH zagwaryg örgöt-
göx ¶nz büriïn xuwilbaruud baïdag. Tuxaïlbal, ARCH − M, EGARCH gäx mät
GARCH törliïn zagwaryn tuxaï dälgärängüï tanilcaxyg xüswäl Green (1997 ),
Hamiltan (1994) naryn nomnoos üzäxiïg zöwlöj baïna.

Ji²ää: GARCH zagwar:
Ulsyn ünät caasny zax zääl (GKO) ba ünät caasny korporaciïn (Orosyn xu-

daldaany sistem RTS) zax zääliïn xolboog sonirx³ë. (Invanter, Presetsky, 1999).
BLCPt, GKOt n´ “cänxär xasaa”–ny indeks ba ulsyn ünät caasny indeksiïn

ödör büriïn utguud baïg. Xt–äär 2 zax zääliïn näg ödriïn orlogyn ¶lgawaryg
tämdägläe:

Xt = ln
BLCPt

BLCPt−1
− ln

GKOt

GKOt−1

2 zax zääliïn orloguudyg täncwärjüüläx zagwaryg awq üz´e:

∆Xt = const + µXt−1 + εt.

Üünd, ∆Xt = Xt −Xt−1.
µ parametr n´ orloguudyg täncwärjüüläx xurdny utgyg ilärxiïläx ba zax

zääliïn integraciïn zärgiïg zaana.
1996 ony 10–r saryn 1–nääs 1997 ony 10–r saryn 10–ny xoorondox xugacaany

ögögdlüüdiïg GARCH(1, 1) zagwaraar ünäläxäd daraax ür dün garqää (EViews pro-
gramm a²iglasan Zurag 12.23). Änä zagwaryn nöxcölt, standart xazaïltyg zax
zääl togtwortoï bi² baïgaagaar (volatility) taïlbarlaj bolno.

Grafik däär dürslägdsän togtworgüï baïdlyn pik n´ 1996 ony 5–r saryn 30
ba 1996 ony 7–r saryn 9–nd ajiglagdsan ba däärx on caguud n´ erönxiïlögqiïn
songuul´taï xolbootoï µm.

Xarin erönxiïlögqiïn songuuliïn daraa 1996 ony zunaas 2 zax zääliïn xar´-
caa togtworjij baïgaa n´ ajiglagdaj baïna.

12.6 Batatgax dasgal, bodlogo
Bodlogo 12.1. Daraax täg²itgäläär ögögdsön zagwaryn xuw´d

yt = β1 + β2xt + β3yt−1 + εt

niïlbär nölöö n´, stacionar tölöw dax´ äkzogen xuw´sagqiïn nägj öörqlöltönd
xargalzax ändogen xuw´sagqiïn öörqlölt mätäär ilärxiïlägdäxiïg üzüül (ööröör
xälbäl yt = yt+1 = · · · = y, xt = xt+1 = · · · = x).

Bodolt. xt–g togtmol x tüw²ind bäxälsän gäj üz´e. Xäräw togtwortoï baïx
|β3| < 1 nöxcöl bieläx bol yt n´ daraax nöxclöör todorxoïlogdox y togtmol ruu
niïlnä.

y = β1 + β2x + β3y. (12.118)

Ünändää, E(yt) daraalal awbal Eεt = 0 uqir daraax nöxcliïg xangana.

Eyt = β1 + β2x + β3Eyt−1.
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Zurag 12.23: Nöxcölt, standart xazaïltyn grafik

Süüliïn 2 täg²itgälääs:

Eyt − y = β3(Eyt−1 − y).

Togtwortoï baïx |β3| < 1 nöxclöös Eyt − y → 0, buµu Eyt → y gäj mördnö.

(12.118) nöxclöös daraax täg²itgäl mördönö.

y =
β1

1− β3
+

β2

1− β3
x.

Ändääs x näg nägjäär ösgöxöd y n´ β2/(1 − β3) nägjäär ösöx ba änä xämjää n´
niïlbär nölöölöltäï täncüü.
Bodlogo 12.2. (12.3) zagwaryn xuw´d y–d üzüüläx x-iïn niïlbär nölöö B(1)/A(1)
boloxyg xaruul.

A(L)yt = δ + B(L)xt + εt; t = 1, ..., n,
A(L) = 1− α1L− ...− αpL

p,
B(L) = β0 + β1L + ... + βqL

q,
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Bodolt. Stacionar tölöwiïg awq üz´e: yt ≡ y, xt ≡ x. Stacionar tölöwt Ly ≡ y
äswäl A(L)y = A(1)y. Iïmd

A(1)y = δ + B(1)x, äswäl y =
δ

A(1)
+

B(1)
A(1)

x.

Ändääs xaraxad x näg nägjäär ösöxöd y n´ B(1)/A(1) nägjäär ösöxöd xüräx ba änä
n´ niïlbär nölöötäï täncüü.
Bodlogo 12.3. Xäräw A(z) = 1 − α1z − · · · − αpz

p olon gi²üüntiïn büx ¶zguur
nägj radiustaï toïrgiïn gadna or²ix bol (12.3) täg²itgäl

A(L)yt = δ + B(L)xt + εt; t = 1, ..., n,
A(L) = 1− α1L− ...− αpL

p,
B(L) = β0 + β1L + ... + βqL

q,

togtwortoï boloxyg üzüül.
Bodolt. Äxlääd A(L) olon gi²üüntiïg ürjigdäxüünd zadal³¶

A(L) = (1− λ1L)(1− λ2L) · · · (1− λpL).

Tägwäl 1/λi too A(z) olon gi²üüntiïn ¶zguur bolj baïna. Iïmd bodlogyn nöxcöl
ësoor büx λi nägj radiustaï toïrgiïn dotor or²ino: |λi| < 1, i = 1, ..., p.

Odoo, Bodlogo 12.1 bodlogyn adil xt–g x tüw²ind togtmol bäxälsän gäj üz´e.
Xäräw täg²itgäl togtwortoï bol yt n´ daraax nöxclöör todorxoïlogdox y togtmol
ruu niïlnä.

A(L)y = δ + B(L)x, buµu A(1)y = δ + B(1)x.

Ünändää, Eyt daraalal awaxad Eεt = 0 uqraas daraax täg²itgäliïg xanagana

A(L)Eyt = δ + B(L)x.

Süüliïn xoër täg²itgäliïg xoorond n´ xaswal:

A(L) = (Eyt − y) = 0.

wt = Eyt − y gäj tämdägläwäl wt daraalal A(L)wt = 0 ¶lgawart täg²itgäliïg
xangana. Änä täg²itgäliïn erönxiï ²iïdiïg daraax xälbärt biqij bolno.

wt = c1λ
t
1 + c2λ

t
2 + · · ·+ cpλ

t
p,

Üünd, ci– ¶mar näg togtmoluud.
Ändääs t → ∞ üed wt täg ruu niïläx zaïl²güï bögööd xürälcäätäï nöxcöl n´

büx λi nägj radiustaï toïrgiïn dotor or²ix ¶wdal µm.
Bodlogo 12.4. AR(1) processiïn xuw´d tuxaïn awtokorrel¶ciïn funkc PACF(k)–
g ol.
Bodolt. Todorxoïlolt ësoor PACF(1) = ρ1. PACF(2)–g oloxyn tuld �l-Uolke-
riïn xargalzax sistemiïg biq³e.

ρ1 = φ1 + φ2ρ1,
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ρ2 = φ1ρ1 + φ2.

Nögöö talaas, AR(1) processiïn täg²itgälääs

yt = φ1yt−1 + εt

xargalzan yt−1, yt−2–äär ürjüülj matematik dundaj awan γ0–d xuwaawal

ρ1 = φ1,
ρ2 = φ1ρ1.

Ömnöx sistemtäï xar´cuulbal PACF(2) = φ2 = 0. Üünqlän büx k ≥ 2 xuw´d
PACF(k) = φk = 0 garna.
Bodlogo 12.5. AR(2) process stacionar baïx

|φ1| < 1, φ2 + φ1 < 1, φ2 − φ1 < 1

(12.76) nöxcöl n´ Φ(L) = 1− φ1L− φ2L
2 = 0 xarakteristik täg²itgäliïn ¶zguur

xoëulaa nägj radiustaï toïrgiïn gadna or²ixtoï äkwiwalent boloxyg xaruul.
Bodolt. 1 − φ1L − φ2L

2 = 0 täg²itgäliïn ¶zguuruud nägj radiustaï toïrgiïn
gadna or²ix nöxcöl n´ z2−φ1z−φ2 = 0 täg²itgäliïn ¶zguuruud nägj radiustaï
toïrgiïn dotor or²ix (|z1| < 1, |z2| < 1) nöxcöltäï äkwiwalent µm.

Äxlääd xoër ¶zguur xoëulaa boditoï baïx toxioldlyg aw³¶:

φ2 ≥ −1
4
φ2

1, z1,2 =
−φ1 ±

√
φ2

1 + 4φ2

2
.

|z1| < 1, |z2| < 1 nöxcöl daraax täncätgäl bi²iïn sistemd xürgänä.
{ −2 < φ1 +

√
φ2

1 + 4φ2 < 2
−2 < φ1 −

√
φ2

1 + 4φ2 < 2

Kwadrat ¶zguuryn utga sörög bi² boloxyg toocwol daraax äkwiwalent sistem
üüsnä: { √

φ2
1 + 4φ2 < 2− φ1√

φ2
1 + 4φ2 < 2 + φ1

Sistemiïg xoër toxioldold salga¶:
{

0 ≤ φ1,√
φ2

1 + 4φ2 < 2− φ1;

{
φ1 < 0,√

φ2
1 + 4φ2 < 2 + φ1.

buµu {
0 ≤ φ1 < 2,
φ2

1 + 4φ2 < (2− φ1)2;

{ −2 < φ1 < 0,
φ2

1 + 4φ2 < (2 + φ1)2,

ändääs {
0 ≤ φ1 < 2,
φ2 < 1− φ1;

{ −2 < φ1 < 0,
φ2 < 1 + φ1.
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Zurag 12.24:

Absolµt xämjigdäxüünäärää 1-ääs baga, xos xoër bodit ¶zguurt xargalzax ²iïd
n´ daraax sistemäär todorxoïlogdox ba (φ1, φ2) xawtgaï däär muruï ²ugaman gur-
waljin (Zurag 12.24) düslänä:





φ2 ≥ −1
4
φ2

1,

φ2 < 1− φ1,
φ2 < 1 + φ1,
−2 < φ1 < 2.

Odoo 2 xosmog kompleks ¶zguurtaï toxioldlyg awq üz´e.
φ2 < −1

4
φ2

1:

z1, 2 =
φ1 ± i

√
−φ2

1 − 4φ2

2
|z1|2 = |z2|2 =

1
4
(φ2

1 + (−φ2
1 − 4φ2)) = −φ2.

Absolµt xämjigdäxüünäärää 1–ääs baga, xoër kompleks ¶zguurtaï baïx ²iïdiïn
muj n´ (φ1, φ2) xawtgaïd daraax sistemäär todorxoïlogdono.

{
φ2 < −1

4
φ2

1,

−1 < φ2.

Bodit bolon kompleks ¶zguuryn mujuudyg nägtgäwäl:




φ2 < 1− φ1,
φ2 < 1 + φ1,
−1 < φ2,

sistemäär todorxoïlogdox ba (φ1, φ2) xawtgaïn (0, 1), (−2,−1), (2,−1) cägüüd däär
oroïtoï gurwaljin bolno. Üügäär batlax züïl batlagdaw.
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Bodlogo 12.6. MA(q) processiïn xuw´d k > q üed ACF(k) = 0 boloxyg xaruul.
Bodolt. (12.77) täg²itgäl büxiï MA(q) processiïn todorxoïlotoos

yt = δ + εt − θ1εt−1 − · · · − θqεt−q,

yt−k = δ + εt−k − θ1εt−k−1 − · · · − θqεt−k−q.

Ändääs xaraxad k > q üed yt bolon yt−k–iïn ilärxiïllüüd erönxiï εs aldaag
aguulaagüï baïna. Iïmd s 6= t üed εs bolon εt xoorondoo korrel¶c xamaaralgüï
tul ACF(k) = r(yt, yt−k) = 0.
Bodlogo 12.7. MA(1) processiïn (yt = δ + ε − θ1εt−1 − θ2εt−2) urwuutaï baïx
nöxcliïg tom³ëol.
Bodolt. yt = δ + Θ(L)εt gäsän MA(2) processiïn Θ(L) = 1− θ1L− θ2L

2 kwadrat
olon gi²üüntiïg awq üz´e. Urwuu processiïn xuw´d, ööröör xälbäl tüüniïg
AR(∞) xälbärt dürsläxäd Θ(L)−1 urwuu operator or²ix zaïl²güï ²aardlagataï:

Θ(L)−1yt = Θ(L)−1δ + εt =
δ

1− θ1 − θ2
+ εt.

Operator urwuutaï baïx zaïl²güï bögööd xürälcäätäï nöxcöl n´ 1 − θ1L − θ2L
2

olon gi²üüntiïn ¶zguur nägj radiustaï toïrgiïn gadna or²ix ¶wdal µm. Bod-
logo 12.5 bodlogond Φ(L) = 1 − φ1L − φ2L

2 = 0 olon gi²üüntiïn urwuutaï baïx
nöxcliïg olson bilää.

Daraax täncätgäl bi²iïn sistem bodlogyn ²iïd bolno.




θ2 < 1− θ1,
θ2 < 1 + θ1,
−1 < θ2.

Bodlogo 12.8. yt − µ = φ1(yt−1 − µ) + εt xälbäriïn AR(1) processiïn xuw´d s
alxam dax´ prognozyn utga ŷn+s = µ + φs

1(yn − µ) tom³ëogoor oldox ba prognozyn
aldaany disperss V (en+s) = (1 + φ2

1 + φ4
1 + · · ·+ φ2s−2

1 )σ2 boloxyg tus tus üzüül.
Bodolt. yt = δ + φ1yt−1 + εt täg²itgäl büxiï AR(1) procssiïn xuw´d (12.68)
ësoor:

µ = E(yt) =
δ

1− φ1
, V (yt) = γ0 =

σ2

1− φ2
1

.

zt = yt − µ gäj tämdägläwäl AR(1) process zt = φ1zt−1 + εt xälbärtäï bolno.
Iteraci xiïwäl:

zn+s =φ1zn+s−1 + εn+s

=φ2
1zn+s−2 + φ1εn+s−1 + εn+s

= · · ·
=φs

1zn + φs−1
1 εn+1 + φs−2

1 εn+2 + · · ·+ φ1εn+s−1 + εn+s.

In = {zn, zn−1, . . .} mädäälliïn nöxcöld, n ag²in dax´ xamgiïn saïn prognoz
n´:

ẑn+s = E(zn+s|In) = φs
1zn.
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ŷn+s-prognozyg bodwol:

ŷn+s = µ + ẑn+s = µ + φs
1(yn − µ).

Änä toxioldold prognozyn xargalzax aldaa:

en+s = yn+s − ŷn+s = zn+s − ẑn+s (12.119)
= φs−1

1 εn+1 + φs−2
1 εn+2 + · · ·+ φ1εn+s−1 + εn+s, (12.120)

s 6= t üed εs bolon εt korrel¶c xamaaralgüï tul dispers n´:

V (en+s) = (1 + φ2
1 + φ4

1 + · · ·+ φ2s−2
1 )σ2.



Xawsralt

Xüsnägt. 1. Standart normal tarxaltyn funkc Φ(z) = 1√
2π

∫ z
−∞ e−

t2

2 dt.

z .00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09
0.0 .5000 .5040 .5080 .5120 .5160 .5199 .5239 .5279 .5319 .5359
0.1 .5398 .5438 .5478 .5517 .5557 .5596 .5636 .5675 .5714 .5753
0.2 .5793 .5832 .5871 .5910 .5948 .5987 .6026 .6064 .6103 .6141
0.3 .6179 .6217 .6255 .6293 .6331 .6368 .6406 .6443 .6480 .6517
0.4 .6554 .6591 .6628 .6664 .6700 .6736 .6772 .6808 .6844 .6879
0.5 .6915 .6950 .6985 .7019 .7054 .7088 .7123 .7157 .7190 .7224
0.6 .7257 .7291 .7324 .7357 .7389 .7422 .7454 .7486 .7517 .7549
0.7 .7580 .7611 .7642 .7673 .7704 .7734 .7764 .7794 .7823 .7852
0.8 .7881 .7910 .7939 .7967 .7995 .8023 .8051 .8078 .8106 .8133
0.9 .8159 .8186 .8212 .8238 .8264 .8289 .8315 .8340 .8365 .8389
1.0 .8413 .8438 .8461 .8485 .8508 .8531 .8554 .8577 .8599 .8621
1.1 .8643 .8665 .8686 .8708 .8729 .8749 .8770 .8790 .8810 .8830
1.2 .8849 .8869 .8888 .8907 .8925 .8944 .8962 .8980 .8997 .9015
1.3 .9032 .9049 .9066 .9082 .9099 .9115 .9131 .9147 .9162 .9177
1.4 .9192 .9207 .9222 .9236 .9251 .9265 .9279 .9292 .9306 .9319
1.5 .9332 .9345 .9357 .9370 .9382 .9394 .9406 .9418 .9429 .9441
1.6 .9452 .9463 .9474 .9484 .9495 .9505 .9515 .9525 .9535 .9545
1.7 .9454 .9564 .9573 .9582 .9591 .9599 .9608 .9616 .9625 .9633
1.8 .9641 .9649 .9656 .9664 .9671 .9678 .9686 .9693 .9699 .9706
1.9 .9713 .9719 .9726 .9732 .9738 .9744 .9750 .9756 .9761 .9767
2.0 .9772 .9778 .9783 .9788 .9793 .9798 .9803 .9808 .9812 .9817
2.1 .9821 .9826 .9830 .9834 .9838 .9842 .9846 .9850 .9854 .9857
2.2 .9861 .9864 .9868 .9871 .9875 .9878 .9881 .9884 .9887 .9890
2.3 .9893 .9896 .9898 .9901 .9904 .9906 .9909 .9911 .9913 .9916
2.4 .9918 .9920 .9922 .9925 .9927 .9929 .9931 .9932 .9934 .9936
2.5 .9938 .9940 .9941 .9943 .9945 .9946 .9948 .9949 .9951 .9952
2.6 .9953 .9955 .9956 .9957 .9959 .9960 .9961 .9962 .9963 .9964
2.7 .9965 .9966 .9967 .9968 .9969 .9970 .9971 .9972 .9973 .9974
2.8 .9974 .9975 .9976 .9977 .9977 .9978 .9979 .9979 .9980 .9981
2.9 .9981 .9982 .9982 .9983 .9984 .9984 .9985 .9985 .9986 .9986
3.0 .9987 .9987 .9987 .9988 .9988 .9989 .9989 .9989 .9990 .9990
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Xüsnägt. 2. St´µdentiïn tα(n) tarxaltyn kwantil.
n–qölööniïn zäräg, α–itgäx tüw²in.

n
α 0.25

0.50
0.10
0.20

0.05
0.10

0.025
0.05

0.01
0.02

0.005
0.010

0.001
0.002

1 1.000 3.078 6.314 12.706 31.821 63.657 318.31
2 0.816 1.886 2.920 4.303 6.965 9.925 22.327
3 0.765 1.638 2.353 3.182 4.541 5.841 10.214
4 0.741 1.533 2.132 2.776 3.747 4.604 7.173
5 0.727 1.476 2.015 2.571 3.365 4.032 5.893
6 0.718 1.440 1.943 2.447 3.143 3.707 5.208
7 0.711 1.415 1.895 2.365 2.998 3.499 4.785
8 0.706 1.397 1.860 2.306 2.896 3.355 4.501
9 0.703 1.383 1.833 2.262 2.821 3.250 4.297
10 0.700 1.372 1.812 2.228 2.764 3.169 4.144
11 0.697 1.363 1.796 2.201 2.718 3.106 4.025
12 0.695 1.356 1.782 2.179 2.681 3.055 3.930
13 0.694 1.350 1.771 2.160 2.650 3.012 3.852
14 0.692 1.345 1.761 2.145 2.624 2.977 3.787
15 0.691 1.341 1.753 2.131 2.602 2.947 3.733
16 0.690 1.337 1.746 2.120 2.583 2.921 3.686
17 0.689 1.333 1.740 2.110 2.567 2.898 3.646
18 0.688 1.330 1.734 2.101 2.552 2.878 3.610
19 0.688 1.328 1.729 2.093 2.539 2.861 3.579
20 0.687 1.325 1.725 2.086 2.528 2.845 3.552
21 0.686 1.323 1.721 2.080 2.518 2.831 3.527
22 0.686 1.321 1.717 2.074 2.508 2.819 3.505
23 0.685 1.319 1.714 2.069 2.500 2.807 3.485
24 0.685 1.318 1.711 2.064 2.492 2.797 3.467
25 0.684 1.316 1.708 2.060 2.485 2.787 3.450
26 0.684 1.315 1.706 2.056 2.479 2.779 3.435
27 0.684 1.314 1.703 2.052 2.473 2.771 3.421
28 0.683 1.313 1.701 2.048 2.467 2.763 3.408
29 0.683 1.311 1.699 2.045 2.462 2.756 3.396
30 0.683 1.310 1.697 2.042 2.457 2.750 3.385
40 0.681 1.303 1.684 2.021 2.423 2.704 3.307
60 0.679 1.296 1.671 2.000 2.390 2.660 3.232
120 0.677 1.289 1.658 1.980 2.358 2.617 3.160
∞ 0.674 1.282 1.645 1.960 2.326 2.576 3.090
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Xüsnägt. 3. Fi²eriïn F (k1, k2) tarxaltyn 95%–iïn kwantil.
k1–xürtwäriïn qölööniï zäräg, k2–xuwaariïn qölööniï zäräg.

k2

k1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1 161 200 216 225 230 234 237 239 241 242 243 244
2 18.5 19.0 19.2 19.2 19.3 19.3 19.4 19.4 19.4 19.4 19.4 19.4
3 10.1 9.55 9.28 9.12 9.01 8.94 8.89 8.85 8.81 8.79 8.76 8.74
4 7.71 6.94 6.59 6.39 6.26 6.16 6.09 6.04 6.00 5.96 5.94 5.91
5 6.61 5.79 5.41 5.19 5.05 4.95 4.88 4.82 4.77 4.74 4.71 4.68
6 5.99 5.14 4.76 4.53 4.39 4.28 4.21 4.15 4.10 4.06 4.03 4.00
7 5.59 4.74 4.35 4.12 3.97 3.87 3.79 3.73 3.68 3.64 3.60 3.57
8 5.32 4.46 4.07 3.84 3.69 3.58 3.50 3.44 3.39 3.35 3.31 3.28
9 5.12 4.26 3.86 3.63 3.48 3.37 3.29 3.23 3.18 3.14 3.10 3.07
10 4.96 4.10 3.71 3.48 3.33 3.22 3.14 3.07 3.02 2.98 2.94 2.91
11 4.84 3.98 3.59 3.36 3.20 3.09 3.01 2.95 2.90 2.85 2.82 2.79
12 4.75 3.89 3.49 3.26 3.11 3.00 2.91 2.85 2.80 2.75 2.72 2.69
13 4.67 3.81 3.41 3.18 3.03 2.92 2.83 2.77 2.71 2.67 2.63 2.60
14 4.60 3.74 3.34 3.11 2.96 2.85 2.76 2.70 2.65 2.60 2.57 2.53
15 4.54 3.68 3.29 3.06 2.90 2.79 2.71 2.64 2.59 2.54 2.51 2.48
16 4.49 3.63 3.24 3.01 2.85 2.74 2.66 2.59 2.54 2.49 2.46 2.42
17 4.45 3.59 3.20 2.96 2.81 2.70 2.61 2.55 2.49 2.45 2.41 2.38
18 4.41 3.55 3.16 2.93 2.77 2.66 2.58 2.51 2.46 2.41 2.37 2.34
19 4.38 3.52 3.13 2.90 2.74 2.63 2.54 2.48 2.42 2.38 2.34 2.31
20 4.35 3.49 3.10 2.87 2.71 2.60 2.51 2.45 2.39 2.35 2.31 2.28
22 4.30 3.44 3.05 2.82 2.66 2.55 2.46 2.40 2.34 2.30 2.26 2.23
24 4.26 3.40 3.01 2.78 2.62 2.51 2.42 2.36 2.30 2.25 2.21 2.18
26 4.23 3.37 2.98 2.74 2.59 2.47 2.39 2.32 2.27 2.22 2.18 2.15
28 4.20 3.34 2.95 2.71 2.56 2.45 2.36 2.29 2.24 2.19 2.15 2.12
30 4.17 3.32 2.92 2.69 2.53 2.42 2.33 2.27 2.21 2.16 2.13 2.09
40 4.08 3.23 2.84 2.61 2.45 2.34 2.25 2.18 2.12 2.08 2.04 2.00
60 4.00 3.15 2.76 2.53 2.37 2.25 2.17 2.10 2.04 1.99 1.95 1.92
120 3.92 3.07 2.68 2.45 2.29 2.17 2.09 2.02 1.96 1.91 1.87 1.83
200 3.89 3.04 2.65 2.42 2.26 2.14 2.06 1.98 1.93 1.88 1.84 1.80
∞ 3.84 3.00 2.60 2.37 2.21 2.10 2.01 1.94 1.88 1.83 1.79 1.75
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Xüsnägt. 3. Fi²eriïn F (k1, k2) tarxaltyn 95%–iïn kwantil (ürgäljläl).

k2

k1 15 20 24 30 40 50 60 100 120 200 500 ∞
1 246 248 249 250 251 252 252 253 253 254 254 254
2 19.4 19.4 19.5 19.5 19.5 19.5 19.5 19.5 19.5 19.5 19.5 19.5
3 8.70 8.66 8.64 8.62 8.59 8.58 8.57 8.55 8.55 8.54 8.53 8.53
4 5.86 5.80 5.77 5.75 5.72 5.70 5.69 5.66 5.66 5.65 5.64 5.63
5 4.62 4.56 4.53 4.50 4.46 4.44 4.43 4.41 4.40 4.39 4.37 4.36
6 3.94 3.87 3.84 3.81 3.77 3.75 3.74 3.71 3.70 3.69 3.68 3.67
7 3.51 3.44 3.41 3.38 3.34 3.32 3.30 3.27 3.27 3.25 3.24 3.23
8 3.22 3.15 3.12 3.08 3.04 2.02 3.01 2.97 2.97 2.95 2.94 2.93
9 3.01 2.94 2.90 2.86 2.83 2.80 2.79 2.76 2.75 2.73 2.72 2.71
10 2.85 2.77 2.74 2.70 2.66 2.64 2.62 2.59 2.58 2.56 2.55 2.54
11 2.72 2.65 2.61 2.57 2.53 2.51 2.49 2.46 2.45 2.43 2.42 2.40
12 2.62 2.54 2.51 2.47 2.43 2.40 2.38 2.35 2.34 2.32 2.31 2.30
13 2.53 2.46 2.42 2.38 2.34 2.31 2.30 2.26 2.25 2.23 2.22 2.21
14 2.46 2.39 2.35 2.31 2.27 2.24 2.22 2.19 2.18 2.16 2.14 2.13
15 2.40 2.33 2.29 2.25 2.20 2.18 2.16 2.12 2.11 2.10 2.08 2.07
16 2.35 2.28 2.24 2.19 2.15 2.12 2.11 2.07 2.06 2.04 2.02 2.01
17 2.31 2.23 2.19 2.15 2.10 2.08 2.06 2.02 2.01 1.99 1.97 1.96
18 2.27 2.19 2.15 2.11 2.06 2.04 2.02 1.98 1.97 1.95 1.93 1.92
19 2.23 2.16 2.11 2.07 2.03 2.00 1.98 1.94 1.93 1.91 1.89 1.88
20 2.20 2.12 2.08 2.04 1.99 1.97 1.95 1.91 1.90 1.88 1.86 1.84
22 2.15 2.07 2.03 1.98 1.94 1.91 1.89 1.85 1.84 1.82 1.80 1.78
24 2.11 2.03 1.98 1.94 1.89 1.86 1.84 1.80 1.79 1.77 1.75 1.73
26 2.07 1.99 1.95 1.90 1.85 1.82 1.80 1.76 1.75 1.73 1.71 1.69
28 2.04 1.96 1.91 1.87 1.82 1.79 1.77 1.73 1.71 1.69 1.67 1.65
30 2.01 1.93 1.89 1.84 1.79 1.76 1.74 1.70 1.68 1.66 1.64 1.62
40 1.92 1.84 1.79 1.74 1.69 1.66 1.64 1.59 1.58 1.55 1.53 1.51
60 1.84 1.75 1.70 1.65 1.59 1.56 1.53 1.48 1.47 1.44 1.41 1.39
120 1.75 1.66 1.61 1.55 1.50 1.46 1.43 1.37 1.35 1.32 1.28 1.25
200 1.72 1.62 1.57 1.52 1.46 1.41 1.39 1.32 1.29 1.26 1.22 1.19
∞ 1.67 1.57 1.52 1.46 1.39 1.35 1.32 1.24 1.22 1.17 1.11 1.00



12.6 Batatgax dasgal, bodlogo 225

Xüsnägt. 4. χ2(n) tarxaltyn utga. n–qölööniï zäräg, α–itgäx tüw²in.

n
α .995 .990 .975 .950 .900 .100 .050 .025 .010 .005

1 .000039 .000157 .000982 .003932 .0157908 2.70554 3.84146 5.02389 6.63490 7.87944
2 .010025 .020101 .050636 .102587 .210720 4.60517 5.99147 7.37776 9.21034 10.5966
3 .071721 .114832 .215795 .351846 .584375 6.25139 7.81473 9.34840 11.3449 12.8381
4 .206990 .297110 .484419 .710721 1.06362 7.77944 9.48773 11.1433 13.2767 14.8602
5 .411740 .554300 .831211 1.14548 1.61031 9.23635 11.0705 12.8325 15.0863 16.7496
6 .675727 .872085 1.23735 1.63539 2.20413 10.6446 12.5916 14.4494 16.8119 18.5476
7 .989265 1.23904 1.68987 2.16735 2.83311 12.0170 14.0671 16.0128 18.4753 20.2777
8 1.34442 1.64648 2.17973 2.73264 3.48954 13.3616 15.5073 17.5346 20.0902 21.9550
9 1.73493 2.08791 2.70039 3.32511 4.16816 14.6837 16.9190 19.0228 21.6660 23.5893
10 2.15585 2.55821 3.24697 3.94030 4.86518 15.9871 18.3070 20.4831 23.2093 25.1882
11 2.60321 3.05347 3.81575 4.57481 5.57779 17.2750 19.6751 21.9200 24.7250 26.7569
12 3.07382 3.57056 4.40379 5.22603 6.30380 18.5494 21.0261 23.3367 26.2170 28.2995
13 3.56503 4.10691 5.00874 5.89186 7.04150 19.8119 22.3621 24.7356 27.6883 29.8194
14 4.07468 4.66043 5.62872 6.57063 7.78953 21.0642 23.6848 26.1190 29.1413 31.3193
15 4.60094 5.22935 6.26214 7.26094 8.54675 22.3072 24.9958 27.4884 30.5779 32.8013
16 5.14224 5.81221 6.90766 7.96164 9.31223 23.5418 26.2962 28.8454 31.9999 34.2672
17 5.69724 6.40776 7.56418 8.67176 10.0852 24.7690 27.5871 30.1910 33.4087 35.7185
18 6.26481 7.01491 8.23075 9.39046 10.8649 25.9894 28.8693 31.5264 34.8053 37.1564
19 6.84398 7.63273 8.90655 10.1170 11.6509 27.2036 30.1435 32.8523 36.1908 38.5822
20 7.43386 8.26040 9.59083 10.8508 12.4426 28.4120 31.4104 34.1696 37.5662 39.9968
21 8.03366 8.89720 10.2829 11.5913 13.2396 29.6151 32.6705 35.4789 38.9321 41.4010
22 8.64272 9.54249 10.9823 12.3380 14.0415 30.8133 33.9244 36.7807 40.2894 42.7956
23 9.26042 10.1956 11.6885 13.0905 14.8479 32.0069 35.1725 38.0757 41.6384 44.1813
24 9.88623 10.8564 12.4011 13.8484 15.6587 33.1963 36.4151 39.3641 42.9798 45.5585
25 10.5197 11.5240 13.1197 14.6114 16.4734 34.3816 37.6525 40.6465 44.3141 46.9278
26 11.1603 12.1981 13.8439 15.3791 17.2919 35.5631 38.8852 41.9232 45.6417 48.2899
27 11.8076 12.8786 14.5733 16.1513 18.1138 36.7412 40.1133 43.1944 46.9630 49.6449
28 12.4613 13.5648 15.3079 16.9279 18.9392 37.9159 41.3372 44.4607 48.2782 50.9933
29 13.1211 14.2565 16.0471 17.7083 19.7677 39.0875 42.5569 45.7222 49.5879 52.3356
30 13.7867 14.9535 16.7908 18.4926 20.5992 40.2560 43.7729 46.9792 50.8922 53.6720
40 20.7065 22.1643 24.4331 26.5093 29.0505 51.8050 55.7585 59.3417 63.6907 66.7659
50 27.9907 29.7067 32.3574 34.7642 37.6886 63.1671 67.5048 71.4202 76.1539 79.4900
60 35.5346 37.4848 40.4817 43.1879 46.4589 74.3970 79.0819 83.2976 88.3794 91.9517
70 43.2752 45.4418 48.7576 51.7393 55.3290 85.5271 90.5312 95.0231 100.425 104.215
80 51.1720 53.5400 57.1532 60.3915 64.2778 96.5782 101.879 106.629 112.329 116.321
90 59.1963 61.7541 65.6466 69.1260 73.2912 107.565 113.145 118.136 124.116 128.299

100* 67.3276 70.0648 74.2219 77.9295 82.3581 118.498 124.342 129.561 135.807 140.169
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Xüsnägt. 5. Darwin Watsony d statistikiïn dääd, dood utga (α = 0.05).

k′ = 1 k′ = 2 k′ = 3 k′ = 4 k′ = 5 k′ = 10 k′ = 15

n dL dU dL dU dL dU dL dU dL dU dU dL dU dL
15 1.077 1.361 0.946 1.543 0.814 1.750 0.685 1.977 0.562 2.220 0.111 3.438
16 1.106 1.371 0.982 1.539 0.857 1.728 0.734 1.935 0.615 2.157 0.155 3.304
17 1.133 1.381 1.015 1.536 0.897 1.710 0.779 1.900 0.664 2.104 0.198 3.184
18 1.158 1.391 1.046 1.535 0.933 1.696 0.820 1.872 0.710 2.060 0.244 3.073
19 1.180 1.401 1.074 1.536 0.967 1.685 0.859 1.848 0.752 2.023 0.290 2.974
20 1.201 1.411 1.100 1.537 0.998 1.676 0.894 1.828 0.792 1.991 0.336 2.885 0.063 3.676
21 1.221 1.420 1.125 1.538 1.026 1.669 0.927 1.812 0.829 1.964 0.380 2.806 0.091 3.583
22 1.239 1.429 1.147 1.541 1.053 1.664 0.958 1.797 0.863 1.940 0.424 2.734 0.120 3.495
23 1.257 1.437 1.168 1.543 1.078 1.660 0.986 1.785 0.895 1.920 0.465 2.670 0.153 3.409
24 1.273 1.446 1.188 1.546 1.101 1.656 1.013 1.775 0.925 1.902 0.506 2.613 0.186 3.327
25 1.288 1.454 1.206 1.550 1.123 1.654 1.038 1.767 0.953 1.886 0.544 2.560 0.221 3.251
26 1.302 1.461 1.224 1.553 1.143 1.652 1.062 1.759 0.979 1.873 0.581 2.513 0.256 3.179
27 1.316 1.469 1.240 1.556 1.162 1.651 1.084 1.753 1.004 1.861 0.616 2.470 0.291 3.112
28 1.328 1.476 1.255 1.560 1.181 1.650 1.104 1.747 1.028 1.850 0.650 2.431 0.325 3.050
29 1.341 1.483 1.270 1.563 1.198 1.650 1.124 1.743 1.050 1.841 0.682 2.396 0.359 2.992
30 1.352 1.489 1.284 1.567 1.214 1.650 1.143 1.739 1.071 1.833 0.712 2.363 0.392 2.937
31 1.363 1.496 1.297 1.570 1.229 1.650 1.160 1.735 1.090 1.825 0.741 2.333 0.425 2.887
32 1.373 1.502 1.309 1.574 1.244 1.650 1.177 1.732 1.109 1.819 0.769 2.306 0.457 2.840
33 1.383 1.508 1.321 1.577 1.258 1.651 1.193 1.730 1.127 1.813 0.795 2.281 0.488 2.796
34 1.393 1.514 1.333 1.580 1.271 1.652 1.208 1.728 1.144 1.808 0.821 2.257 0.518 2.754
35 1.402 1.519 1.343 1.584 1.283 1.653 1.222 1.726 1.160 1.803 0.845 2.236 0.547 2.716
36 1.411 1.525 1.354 1.587 1.295 1.654 1.236 1.724 1.175 1.799 0.868 2.216 0.575 2.680
37 1.419 1.530 1.364 1.590 1.307 1.655 1.249 1.723 1.190 1.795 0.891 2.198 0.602 2.646
38 1.427 1.535 1.373 1.594 1.318 1.656 1.261 1.722 1.204 1.792 0.912 2.180 0.628 2.614
39 1.435 1.540 1.382 1.597 1.328 1.658 1.273 1.722 1.218 1.789 0.932 2.164 0.653 2.585
40 1.442 1.544 1.391 1.600 1.338 1.659 1.285 1.721 1.230 1.786 0.952 2.149 0.678 2.557
45 1.475 1.566 1.430 1.615 1.383 1.666 1.336 1.720 1.287 1.776 1.038 2.088 0.788 2.439
50 1.503 1.585 1.462 1.628 1.421 1.674 1.378 1.721 1.335 1.771 1.110 2.044 0.882 2.350
55 1.528 1.601 1.490 1.641 1.452 1.681 1.414 1.724 1.374 1.768 1.170 2.010 0.961 2.281
60 1.549 1.616 1.514 1.652 1.480 1.689 1.444 1.727 1.408 1.767 1.222 1.984 1.029 2.227
65 1.567 1.629 1.536 1.662 1.503 1.696 1.471 1.731 1.438 1.767 1.266 1.964 1.088 2.183
70 1.583 1.641 1.554 1.672 1.525 1.703 1.494 1.735 1.464 1.768 1.305 1.948 1.139 2.148
75 1.598 1.652 1.571 1.680 1.543 1.709 1.515 1.739 1.487 1.770 1.339 1.935 1.184 2.118
80 1.611 1.662 1.586 1.688 1.560 1.715 1.534 1.743 1.507 1.772 1.369 1.925 1.224 2.093
85 1.624 1.671 1.600 1.696 1.575 1.721 1.550 1.747 1.525 1.774 1.396 1.916 1.260 2.073
90 1.635 1.679 1.612 1.703 1.589 1.726 1.566 1.751 1.542 1.776 1.420 1.909 1.292 2.055
95 1.645 1.687 1.623 1.709 1.602 1.732 1.579 1.755 1.557 1.778 1.442 1.903 1.321 2.040
100 1.654 1.694 1.634 1.715 1.613 1.736 1.592 1.758 1.571 1.780 1.462 1.898 1.347 2.026
150 1.720 1.746 1.706 1.760 1.693 1.774 1.679 1.788 1.665 1.802 1.594 1.877 1.519 1.956
200 1.758 1.778 1.748 1.789 1.738 1.799 1.728 1.810 1.718 1.820 1.665 1.874 1.610 1.931
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